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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LOS
METODOS NUMERICOS

En los ultimos afios, se ha notado un creciente interés de matematicos y especialistas
en computacion cientifica, por tratar problemas que involucran modelos con pardmetros
de un tamafio arbitrario [4]. Muchos de estos modelos interpretan problemas que ocurren
en la realidad como en flujos de fluidos, flujo en medios porosos, transferencia de calor y
masa, electromagnetismo, contaminacion del medio ambiente. Las ecuaciones diferencia-
les parciales (EDP), [4][5][10], que provienen de este tipo de problemas se caracterizan
por tener mas variables dependientes y mas de una variables independientes, cuando una
de las variables independientes es la variable temporal las ecuaciones generalmente tie-
nen una parte convectiva y una parte difusiva, asi como también interpretan los estados
transitorios y estados estacionario. Esto a su vez d4 origen a trabajar con ecuaciones de
tipo hiperbdlico, ecuaciones de tipo parab6lico o una combinacién de ambas ecuaciones.
La conveccién y difusidon ocurren simultineamente en muchas situaciones de la fisica.

Por la variedad de tipo de ecuacion, no todo método numérico de resolucién de ecua-
ciones diferenciales es aplicable en todos los casos. Es necesario realizar un estudio sobre
el método numérico mas conveniente antes de su aplicacion a un problema concreto. Esto
garantizard que la solucién numérica obtenida se aproxime convenientemente a la solu-
cion exacta del problema planteado.

La solucién numérica es la solucién de un problema discreto, el cual es producto del
proceso de discretizacidn del problema planteado analiticamente. La solucién numérica o
discreta se considera convenientemente buena usando los siguientes conceptos:
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1. Consistencia: la ecuacion discreta es tan cercana a la ecuacidn diferencial tanto
como queramos salvo un error de truncamiento.

2. Convergencia: la solucion del problema discreto tiende a la solucion del problema
continuo. El error de aproximacion se llama error global de precision.

3. Estabilidad: pequeiias variaciones en los datos iniciales no provocan grandes va-
riaciones en los resultados correspondientes.

Cuando aplicamos un método numérico en particular se presentan dos tipos de errores
en la solucidn. Estos errores pueden ser causados por el error de redondeo, el cual es una
propiedad particular del tipo de computadora usada o por la aplicacién de un esquema
de diferencias finitas, es decir, un error de discretizacion. Si el error introducido cuando
aplicamos un esquemas de diferencias finitas no es controlado, el crecimiento del error
con la solucion de la ecuacidn discreta, dard como resultado una solucidén no estable,
es decir, a partir de un cierto cdlculo, las soluciones discretas se tornan incontrolables.
Entender y controlar los errores por un anélisis de estabilidad es esencial para una solucién
exitosa dada por el método de diferencias finitas.

Podemos mencionar dos métodos de anélisis de estabilidad, el método de perturba-
cion discreta y el andlisis de von Neumann. El método de von Neumann es muy usado y
es menos pesado matematicamente. El método de perturbacién discreta consiste en intro-
ducir en un punto una perturbacién, y su efecto se investiga sobre una vecindad de dicho
punto. Si la perturbacién crece con la solucién el esquema es inestable.

En este texto trabajaremos con el método de diferencia finitas (MDF),[4],[16],[17] en
la ecuacion del transporte, vista como una combinacién de conveccién-difusion.

g
ot “ax*aaﬁ

donde ¢ representa el tiempo, x la variable espacial, a y « son la velocidad convectiva y

(1.1

el coeficiente de difusividad respectivamente, y u es alguna cantidad escalar (temperatura
por ejemplo). Decidimos trabajar con este modelo puesto que a través de el, se puede
interpretar una amplia y variada gama de problemas, y puede ser visto como combinacién
de la ecuacién de conveccidn

du  du
—+a—=0 1.2
ot + “ox (12)
donde a es una constante que representa la velocidad del fluido; y la ecuacién de difusion
du du
o= 1.3
ar = o (13
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donde o es también considerada como constante y representa la difusividad del medio.

La ecuacidén del transporte por conveccién-difusion retine dos procesos diferentes:
el difusivo, descrito matematicamente por la ecuacion parabdlica (1.3); y el convectivo
descrito por la ecuacién hiperbdlica (1.2). Teniendo en cuenta estos dos procesos, la ex-
presion que los rige de forma conjunta seré la ecuacion diferencial (1.1) llamada ecuacién
del transporte, la cual se puede ubicar en el area de la dindmica de fluidos computacional
(DFC).

Por la facilidad en su aplicabilidad el método de diferencias finitas ha sido usado en
muchos problemas de la (DFC), obteniendo gran éxito en algunos casos, pero también
numerosas dificultades en otros casos como se puede ver en Fletcher [6]. Se requiere de
un andlisis de estabilidad a fin de determinar si un esquema de diferencias finitas (EDF),
simple o complicado resulta 1til; pero este proceso a su vez llega a ser lento y volumi-
noso que intentarlo por la experimentaciéon numérica llega a ser mas realista y fécil de
implementar.

Como sabemos las ecuaciones diferenciales parciales estidn presentes en casi todas
las ramas de la ciencia, asi que cada tipo de ecuacién diferencial se adecuard en mayor
o menor grado a un esquema de diferencias finitas diferente que es una estrategia es-
pecial o particular de aproximacién numérica. Pero para que un esquema de diferencias
sea aceptable tenemos que garantizar que la solucién aproximada sea bastante cercana
a la solucién exacta, esto es convergencia. Pero para llegar a establecer la convergencia
de las soluciones aproximadas a la solucién exacta necesitamos dos conceptos importan-
tes, consistencia y estabilidad, [6],[11],[16],[17] que es la forma de llegar a establecer
la convergencia de la solucién aproximada de manera indirecta utilizando el teorema de
equivalencia de Lax-Richmyer [16], [18].

Para el estudio de la estabilidad numérica se fija el paso espacial y temporal y se exa-
mina el comportamiento de la solucién cuando ¢ tiende al infinito. Uno espera que en este
caso los errores acumulados no se amplifiquen de modo que los resultados numéricos
sean validados. Entonces si la amplificacién del error es restringida, en un cierto sentido,
se dice que el método de diferencias finitas es numéricamente estable. Consistencia tiene
que ver con el orden de truncamiento local para el operador diferencial discreto. La téc-
nica més utilizada para estudiar la estabilidad numérica de esquemas de diferencias son
el método de Fourier o de von Neumann, el método matricial y el método de perturba-
cion discreta. La estabilidad es uno de los conceptos mas importantes que se debe tener
presente cuando se trabaja con soluciones aproximadas, porque podemos tener esquemas
que son consistentes con la ecuacién diferencial; pero no estables y por lo tanto no seran
convergentes. Veamos un caso que se presenta: si empleamos la ecuacion del transporte
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(1.1) que es una combinacion de la ecuacién parabdlica de difusion y la ecuacién hiperb6-
lica de conveccion. Cada una de estas ecuaciones tiene sus propios esquemas de diferen-
cias finitas como por ejemplo ATCE, Upwind, Leapfrog, Lax-Wendroff, Du Fort-Frankel,
Crank-Nicolson, entre otros y por lo tanto su propias condiciones para la estabilidad y sus
propios érdenes de truncamiento. Pero surge un problema en la estabilidad al momento
de hacer la combinacién conveccion-difusion. Por ejemplo, el esquema ATCE aplicado a

sz o g .. 1
la ecuacion de difusion es condicionalmente estable con r = a@ <0.5.
Sin embargo, el mismo esquema para la ecuacion de conveccion es inestable para

. At L . -
todo numero de Courant C, = a—. La combinacion de los dos necesita condiciones de-
pendientes entre el nimero de difusién r y el nimero de Courant C; a través del nimero
de Peclet desarrollado para el caso de la conveccion. Otro ejemplo que podemos citar es

el esquema Upwind, que es condicionalmente estable con C, = ai—; y en combinacién
con el esquema ATCE para la ecuacion de difusion, da como resultado un esquema Up-
wind para la ecuacion del transporte condicionalmente estable, pero dependiendo de los
dos parametros. Es natural preguntarse por las condiciones y relaciones que deben cum-
plir los pardmetros r y Cr para tener esquemas estables para la ecuacion del transporte.
Ademais estableceremos criterios sobre los pardmetros C, y r para obtener condiciones de
estabilidad para complicados esquemas de diferencias.

En general, existen las ecuaciones diferenciales que gobiernan los cambios de con-
centracion de una sustancia en un cuerpo de agua, que carecen de solucién analitica, y por
lo tanto su solucidn debe obtenerse por medio de aproximaciones numéricas. El método
de diferencias finitas se ha utilizado tradicionalmente para resolver ecuaciones de este
tipo, la amplia difusién de su uso se debe principalmente a su claridad conceptual y a su
facilidad de programacién en un computador, ya que en este método las ecuaciones dife-
renciales se transforman directamente en ecuaciones en diferencias finitas. En términos,
generales los pasos a seguir para obtener la solucién numérica a un problema son : (1)
Seleccionar un método adecuado para el tipo de ecuacion involucrada; (2) Discretizar el
problema obteniendo un sistema ecuaciones finito dimensional; (3) Resolver el sistema
de ecuaciones algebraicas que se han obtenido.

En el proceso de discretizacion de las ecuaciones diferenciales por medio de diferen-
cias finitas, las variables dependientes que describen el estado del sistema se consideran
definidas en un nidmero finito de puntos o nodos dentro del dominio a considerar, cuyas
dimensiones estdn dadas por el nimero de variables independientes. Los nodos forman
una red computacional y estdn identificados mediante un conjunto de indices, por ejemplo
en una dimension se puede denotar por (j,n), relacionados con la coordenada espacial x y
temporal ¢ de los nodos, por medio de los intervalos de discretizacién en cada dimension,
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por ejemplo (Ax,At). El conjunto de nodos son necesarios para escribir la ecuacién de
diferencias y los coeficientes en las ecuaciones diferenciales del modelo, relacionados a
un nodo, forman la llamada molécula computacional de un esquema de diferencias finitas.

Los términos implicitos 'y explicito estan relacionados a la dindmica del esquema
de diferencias finitas y depende de la forma en que se calcule el avance en el tiempo.
Los esquemas explicitos producen soluciones explicitas para las variables dependientes
en cada nivel de tiempo, explicitamente en funcién de valores conocidos en el nivel de
tiempo anterior. Por otra parte, en los esquemas implicitos el célculo de la solucién en un
nodo dentro de un nivel, involucra conocer los valores en otros nodos en el mismo nivel,
dando como resultado un sistema de ecuaciones para cada nivel de tiempo.

Al aplicar un esquema de diferencias particular, se obtiene un sistema de ecuaciones
que pueden ser lineales o no lineales dependiendo de la natualeza de la ecuacién diferen-
cial. En este caso la soluciéon puede obtenerse utilizando un método iterativo, en el cual
el sistema de ecuaciones se transforma en un sistema lineal para cada iteracion. El siste-
ma suele tener una matriz de coeficientes con una estructura dispersa y puede resolverse
haciendo uso de algoritmos especiales.

Para ubicar el método de diferencias finitas dentro de los métodos numéricos presen-
tamos una descripcidn general epistemolédgica y l6gica de como abordar un problema con
un método numérico.

La solucién numérica de una ecuacién diferencial consiste de un conjunto de nimeros
a partir de los cuales la distribucién de la variable dependiente puede ser construida. En
este sentido, un método numérico es semejante a un experimento de laboratorio, en el cual
el conjunto de instrumentos leidos nos permiten establecer la distribucién de la cantidad
medible en el dominio de investigacion. Tanto el analista numérico como el experimenta-
dor de laboratorio deben quedarse con tinicamente un nimero finito de valores numéricos
como resultado. Un método numérico, como el método de diferencias finitas, realiza un
proceso de discretizacion a un problema continuo a fin lograr obtener una solucién apro-
ximada.

Finalmente, podemos decir que un método numérico trata como sus incégnitas basicas
los valores de las variables dependientes en un nimero finito de localizaciones llamados
puntos o nodos, los cuales se distribuyen formando una malla en el dominio de célculo.
El método incluye la tarea de proveer un conjunto de ecuaciones algebraicas para estas
incdgnitas y prescribir un algoritmo para resolverlas.

Teniendo en cuenta que un problema de ecuaciones diferenciales parciales es una
abstraccion de la realidad siempre depende de una cantidad muy grande de pardmetros
internos del medio. Entonces para ser formulado, se necesita de un espacio infinito di-
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mensional. Este problema debe ser aproximado por un problema discreto escrito en un
espacio finito dimensional, con un ndmero finito de grados de libertad.

Para ello se usa el proceso de discretizacién, que consiste en trasladar un problema in-
finito dimensional a otro finito dimensional, el cual se ha sistematizado en los siguientes
pasos: discretizacidn del dominio, discretizacién de la variable independiente y discretiza-
cidén de la ecuacion diferencial que consiste en usar un esquema apropiado que aproxime
la ecuacién diferencial. Cada vez que se hable de discretizacion de un problema se hara
énfasis a tres pasos.

Jhon von Neumann y H.H. Goldstein han identificado cuatro principales fuentes de
errores que son casi inevitables cuando estamos describiendo sistemas fisicos.

1. Errores de modelaciéon: Los modelos matematicos de por si son generalmente
disefiados con varias simplificaciones.

2. Errores de medicion: La mayoria de las descripciones de fenémenos naturales re-
quieren de datos medidos en laboratorio. Estos datos de por si tienen un error porque
dependen de los equipos y otros factores que siempre aparecen en la obtencion de
ellos.

3. Errores de truncamiento: Casi todas las descripciones de problemas de campo
involucran un dominio continuo infinito. En el contexto del anélisis numérico, solo
se puede tratar con un ndmero finito de términos de procesos limitantes, los cuales
son normalmente descritos por series infinitas.

4. Errores de redondeo: Son errores introducidos por eliminacién de digitos. Cuando
los célculos son realizados, estos pueden ser hechos tinicamente en un computador
de precision finita. Los errores aparecen por el tamaifio limitado de los registros en
la unidad de aritmética del computador.

De los cuatro errores presentados, los errores de truncamiento y redondeo caen en el cam-
po del analista numérico, son acumulados y tienen que controlarse para no dejarlos crecer.
Aqui se observa un hecho muy importante, es decir, cuando los calculos usan una malla
mas fina, el error de truncamiento decrece pero el error de redondeo crece debido a que
los datos numéricos son mas pequeiios y por el nimero creciente de cilculos efectuados.
Por tanto, hay que saber controlar ambos errores a fin que el error total permanezca en
rangos aceptables.
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Métodos de discretizacion

1.1. Métodos de discretizacion

Para una ecuacioén diferencial dada, los métodos de discretizacidn requeridos pueden
ser derivados en muchas formas, a continuacién mencionamos algunos de los métodos
mas comunes:

1. Serie de Taylor El procedimiento usual para derivar los esquemas de diferencias
finitas consiste en aproximar las derivadas en la ecuacion diferencial por diferencias
finitas via la serie de Taylor truncada.

2. Método variacional Es un método de discretizacién basado en el calculo de va-
riaciones, donde se verifica que resolver una ecuacion diferencial es equivalente a
minimizar una funcional. La funcional es minimizada con respecto a los valores
en los puntos de la malla de la variable dependiente, las condiciones resultantes
generan las ecuaciones algebraicas requeridas. La formulacién variacional es co-
muinmente empleada en métodos de elementos finitos. La principal dificultad de
esta formulacion es su aplicabilidad, ya que no todos las ecuaciones diferenciales
de interés son interpretadas como minimizadoras de una funcional.

3. Pesos residuales Es un método muy potente para resolver ecuaciones diferenciales.
El concepto bésico es el siguiente: suponer que la solucién aproximada de la ecua-
cién diferencial ( la variable dependiente) contiene n pardmetros por determinar, si
sustituimos esta solucién en la ecuacidn diferencial obtendremos un residual. La
idea es hacer este residual pequefio en algin sentido, generalmente esta dltima ta-
rea se hace distribuyendo puntualmente el residual y multiplicando por una funcién
peso e integrando sobre todo el dominio de modo que se aproxime a cero. Por tanto,
si se elige una sucesion de funciones peso podremos generar todas las ecuaciones
que se requieren para encontrar los parametros.

4. Volumen de control Aqui el domino de célculo es dividido en un niimero de volud-
menes de control no traslapados, de manera que existe un volumen de control ence-
rrando un punto de la malla, la ecuacidn diferencial es integrada sobre el volumen
de control. Perfiles por secciones expresan la variacion de la variable dependiente
entre los puntos de la malla que son usados por las integrales requeridas, el resulta-
do es la ecuacion discretizada conteniendo los valores de la variable para un grupo
de puntos de la malla. La ecuacién discretizada obtenida de esta manera expresa
el principio de conservacién para el volumen de control finito, tan igual como la
ecuacion diferencial lo hace para un volumen infinitesimal.
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El método de diferencias finitas (MDF)

5. Integrales de contorno y teoria de potencial Es el método mas moderno, como
es natural, estd basado en una teoria mucho mas compleja, como es la teoria del
potencial, que consiste en formular las soluciones de ecuaciones diferenciales como
operadores de integrales de contorno, muchas veces singulares, de modo que la
discretizacién ya no es en todo el dominio, sind tnicamente en el contorno y la
ecuacion se discretiza siguiendo la técnica de Galerkin y de los elementos finitos,
pero con una funcién de prueba muy especial, como es el caso de las funciones
de Green de los operadores diferenciales, que formalmente no son otra cosa mas
que los operadores inversos de los operadores diferenciales y son expresados como
integrales sobre el contorno del dominio.

En ésta primera parte de los métodos numéricos para las ecuaciones diferenciales
parciales esta dedicado al estudio de los esquemas de diferencias finitas. Nuestra in-
tencidn es hacer nuestro ingreso al campo de la dindmica de fluidos computacional
(DFC) de una manera accesible, desde luego que no dejamos de mencionar otros
métodos que son importantes y que seran tratados en su debido tiempo, tales como
los elementos finitos, métodos espectrales elementos de contorno y volimenes fini-
tos. Utilizamos las ecuaciones diferenciales parciales (EDP), ya que esta clase de
ecuaciones son las que generalmente modelan los fendmenos naturales, mecanicos
y otros tipos de procesos que ocurren en las ciencias e ingenieria.

Suponemos que el lector tiene un conocimiento basico de las ecuaciones diferen-
ciales parciales, asi como algunos conocimientos del analisis si se desea probar
algunos de nuestros teoremas presentados. A fin de ser mas eficientes en nuestro
aprendizaje, es necesario citar algunos libros de consulta como Farlow[?], Wein-
berger [19] y Tijonov [?]. Después de esta rapida presentacion comenzamos a pre-
sentar los conceptos basicos de los esquemas de diferencias finitas (EDF). También
presentamos los conceptos importantes de convergencia, consistencia y estabilidad,
los cuales estan relacionados por el teorema de equivalencia de Lax-Richmyer.

1.2. El método de diferencias finitas (MDF)

El método de diferencias finitas (MDF) es un método de caricter general que per-
mite la resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales definidas en dominios finitos.
Probablemente es el primer método numérico utilizado en la resolucién de problemas en
dindmica de fluidos y transferencia de calor, asi como en problemas electromagnéticos;
existe documentacién en la que se menciona que Gauss utilizé este método. Su uso se
generalizd con la aparicidén de los primeros ordenadores y la bibliografia sobre el mismo
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es abundante en los afios 60, especialmente en relacion con el analisis de guias de ondas.
Este método obtiene una solucién aproximada de las ecuaciones diferenciales definidas
en un dominio o regién de trabajo. En dicho dominio estaran definidas las condiciones
de contorno o frontera y las condiciones iniciales que marcaran el punto de partida en la
solucién de problemas concretos.

El primer paso para la aplicacién del método es definir el dominio donde ha de cal-
cularse el valor de la funcién incognita a resolverse. Dicho dominio, que en este caso
particular serd unidimensional, se discretiza en un nimero variable de puntos formando
una malla. Estos puntos son llamados nodos. La aplicacién del método de diferencias fi-
nitas sobre el dominio dard como resultado conocer el valor de la funcién incégnita en
cada uno de esos nodos. El ndmero y disposicién de los nodos depende de la exactitud
que se desea en las soluciones.

El método aproxima a la funcién incégnita en cada nodo por su desarrollo en serie de
Taylor. El niimero de términos del desarrollo, que se tendrin en cuenta, sera el suficiente
para que junto con las condiciones de contorno y las condiciones iniciales sea posible
eliminar las derivadas y obtener, de este modo, una ecuacidn que nos permita conocer el
valor de la funcién en cada nodo. Dicha ecuacion, como se vera mas adelante, relaciona
el valor de la funcién en un nodo con el valor de la funcién en los nodos adyacentes.

El proceso anterior se repite para cada uno de los nodos, obteniéndose un sistema
de ecuaciones cuya solucidén conduce a la obtencion de la solucién aproximada que se
estd buscando. La solucién del sistema de ecuaciones es un proceso iterativo que puede
resolverse utilizando diferentes métodos. La aplicacién de un método u otro y el nimero
de iteraciones que consideraremos influiran en el resultado final.

Pasos en el método de diferencias finitas

En esta seccidn presentamos en forma general y bésica el concepto de método de
diferencias finitas (MDF), que por simplicidad lo presentamos en dimensi6én uno !. Para
esto, supongamos que tenemos un dominio Q = [0, L] en R donde se plantea el problema
y tiene solucién.

2.1 Definicion.-
Un esquema de diferencias finitas es una combinacion de operadores discretos que per-
miten aproximar una ecuacién diferencial por una ecuacion en diferencias finitas. [

2.2 Definicion.-

IPara dimensiones superior puede consultar [6].




Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

El método de diferencias finitas (MDF)

Un esquema de diferencias explicito es aquel que se puede escribir en la forma

. . !
v?“ = unasumafinitade v, n<n

A fin de entender el método de diferencias finitas explicaremos el proceso de discre-
tizacion, el cual esté referido a discretizar una variable y la discretizacion de operadores
diferenciales.

Discretizacion de la variable independiente

Discretizar la variable independiente significa discretizar la variable espacial sobre un
dominio finito.

Consideremos un intervalo de la forma Q = [0,L] 6 [a,b] o mas general podemos
considerar todo R como un dominio natural. Se elige un nimero positivo Ax llamado di-
ferencia, luego el dominio es dividido en subintervalos igualmente espaciados de longitud
Ax.

También se puede hacer una divisién en subintervalos no igualmente espaciados, es
decir, cada intervalo [x;,x;;] tiene longitud Ax;. Para efectos de una mayor simplicidad
consideraremos intervalos homogéneos.

2.1 Definicion (Malla ).-

Sea Ax un nimero positivo, una malla en el dominio 2 C R es un conjunto de puntos
T = {x,} C Q, tal que cada x, esta en el interior o en la frontera de un subdominio tal que
Xntl = Xp+Ax. O

Los puntos x, en la malla se llaman nodos y este proceso de eleccién no es tnico.

2.2 Definicion.-
La norma de la malla como el didmetro del subdominio méas grande, es decir,

Ax = ||7|| = ma Ax;
” H Og;flgxn{ l}
]

Discretizacion de la variable dependiente

Para discretizar la variable dependiente necesitamos entender primero lo que es una
funcién discreta.

10
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2.3 Definicion.-
Una funcién discreta v es aquella que esti definida en una malla 7, tal que a cada punto
X, se le asocia un ndmero v;,. [J

Un ejemplo fécil se obtiene considerando una funcién continua u definida en €, a la
cual se le puede asociar una funcién discreta v definida sobre una malla 7 de € tal que
Vi = u(x j).

A las funciones discretas también se las puede asociar una norma y por tanto ubicarlas
en un espacio adecuado.

Como Q C R puede ser un intervalo finito, infinito o R. La funcién discreta pue-
de contener un nimero finito o infinito de valores de la forma v = (vi,vy,...,vn), V=
(Vi,V2,.2.)s V=(VoNy VENALs ey Vo1, V0, VI - - s VN, VN1) O V= (...,v_1,V0,V],...). En
cualquier caso podemos considerar a una funcién discreta definida para j € Z, ademas
usamos la notacién

h=Ax= m]a;lx {Ax;}

Ahora damos las definiciones de productos internos y normas discretas.

Espacios y Normas

Las diferentes normas finito dimensional que usaremos incluyen la norma euclidiana
que depende de la malla
N

\v!z:\ D Ivif? (1.4)

j=1

donde la suma es sobre todos los puntos de la malla, la norma /> A,

N

[VIl2ae = | D, [vj|*Ax (1.5)
j=1

donde Ax es un factor de escala, asociado al tamafio de la malla
Ax = max{x;1 —x;j}
J

y la norma del supremo

[V]leo = sup ;| (1.6)
I<j<N
y la norma del supremo discreta
[V][opx = sup |v;|Ax (1.7)
1<j<N

11
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El espacio de sucesiones infinito dimensional que debemos incluir sobre R o C es

el espacio [y,

oo

h={v="_.,v_p,wv,...0 Y [vj[*<e} (1.8)
J=—eo
con norma
(1.9)
(1.10)
y el espacio de todas las sucesiones acotadas /.. ,
Le={v="_(..,v_1,v0,v1,...)7 + sup |uj| <o} (1.11)
—ooL j<+o0
con norma
[Vl =" sup  [vj] (1.12)
—co< j< 40
y norma discreta
[V]oac="sup [vj|Ax (1.13)
—co j<fo0

Y, finalmente, cuando tomamos transformaciones encontramos el espacio infinito dimen-
sional lineal sobre los complejos, las funciones cuadrado integrables de Lebesgue, L, (R),

L(R)={v:R>C: /R\v(x)|2dx<oo} (1.14)

con norma

3= [ Ivodx (115

Discretizacion de la ecuacion diferencial

El método de diferencias finitas también llamado método de Taylor [14], [17], porque
usa la formulacién de la serie de Taylor para realizar las aproximaciones de los operadores
diferenciales por operadores en diferencias finitas.

Presentamos el teorema de Taylor como el instrumento bésico para iniciar la discreti-
zacion de los operadores diferenciales.

12
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Teorema 1

Teorema de Taylor. Supongamos que f € C"[a,b] y £V (x) existe en < a,b >.
Sea xg € [a,b], para todo x € [a,b], existe §(x) entre x o y x tal que

f(x) = Pa(x) + Rn(x) (1.16)
donde
1/ (n)
f 2()!60) (x—x0)*+...+ f n(!xo) (x—x0)"

Pu(x) = f(x0)+ f(x0)(x—x0) +
£

n
X0
- k(! e,
k=0

es un polinomio de grado n alrededor de xg y

fUOEW)

Ra®) ==

es el residuo o error de truncamiento asociado con el polinomio P, (x).

(] La expresion (1.16) se llama Férmula de Taylor de orden n. Si denotamos por
X = Xxo + h, el polinomio de Taylor y el residuo quedan escritos como

n

2
Py(xo+h) = f(xo) +f/(xo)h+f”(xo)% oS (x0) (1.17)

y el residuo por
A (€M), (nr1)
(n+1)!

También en nuestro andlisis usaremos el teorema de Taylor en dimensiones mayores.

Rn(x() + h) =

Teorema 2
Serie de Taylor en dos dimensiones Supongamos que f € CV*1(Q), Q c R2.
Sea yo = (xo,%) € Q, entonces el valor de f en cualquier punto (x,7) € Q, se puede

13
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escribir como

J J 1 92
Fn) = fyo)+ - f(¥0)(x=x0) + 5-f(¥0) (= t0) + 55 5 f(¥o) (x —x0)°
o 1 97
+ mf()’o)(x—xo)(t—to) +2_!ﬁf(3’0)(f—to)2+...
1 1 N
- (N—m)v %afomatmf(yO)(x_XO)N_m(l‘— 0)™ 4+ Ry+1
L o j -
= z 2 jin! axjatn f(yo)(x—x0)(t —10)" + Ry (1.18)
J=0n=0
donde
Ry (x,1)

es el residuo multidimensional o error de truncamiento.

O

2.4 Definicion.-
La funcion g(h) es de orden & (h”), p > 0, si y solo si existe una constante M > 0 tal que

g(h)| < M hP

Ahora determinamos los errores de de truncamiento local. Para ello usaremos la for-
mula de Taylor de diferentes ordenes, por ejemplo para el orden n = 1 tenemos.

fAE)H

f(xo+h) = f(xo) + f'(x0)h+ o :

xo<&(x)<xo+h

de alli podemos expresar

_ (2)
) = L0t = Soo) (_f <§!<x>>h> (019
Por lo tanto, se puede definir la primera aproximacién
h) —
Floo) ~ J(xo+ })l f(xo) (1.20)

14
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Observemos que el error de truncamiento es:

@) (EVR
(xouh) = L~ o)
donde O (h), se lee, orden de & y significa que la funcion del lado derecho se comporta en
forma menor o igual que la funcién £

También podemos usar la férmula de Taylor para aproximar la funcién en el punto

x=xo—h
@) (& VB2
Pl = fzo) — £ oyt Ty <y <
de donde
— — (2)
h 2!
y se define otra primera aproximacién como
obteniendo el error de truncamiento
)
t(xo,h) = —%fl)h — o)

Senalaremos que en ambos casos se han involucrado dos puntos. En el caso de la aproxi-
macién (1.20), se utilizaron los puntos xy y xo + /4. En la aproximacion (1.22) se utilizaron
xo—hy xo.

También podemos obtener otra aproximacioén involucrando tres puntos, tales como
Xo, X0 + h, xo — h. Para ello sumamos (1.19) y (1.21) y despejando f’(xo) obtenemos

ﬂm+m—ﬂm—m+ﬁ
2h 2

(& -1®) (1.23)
donde xg —h < & < xp < & < xo+ h. De alli podemos obtener la aproximacion

Fx0) ~ fxo+ h)z—hf(XO —h)

f(x0) =

con error de truncamiento

(o) = 5 (£'(6)~£'(@) (1.24

Esto significa que la pendiente de la secante a la grafica de f que pasa por los puntos
(xo —h, f(xo—h)) y (xo+ h, f(xo + h)) es mucho mejor aproximacién a la pendiente

15
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de la tangente que pasa por (xp, f(xp)), que la pendiente de las secantes que pasan por
(xo —h, f(xo —h)), (x0, f(x0)) y por (xo, f(x0)), (X0 +h, f(x0+ h)). Esto quiere decir que
el error de truncamiento en (1.24) debe ser el de mayor orden, lo cual se logra suponiendo
que f es tres veces diferenciable.

Aplicando el feorema del valor medio en (1.24) tenemos;

o) = 2l mE-0].  a<n<e

= o), pues & —& es de orden O(h?)

El célculo exacto del orden de truncamiento T(xo,%) se obtiene usando la férmula de
Taylor, cuyo orden es el que indica el exponente de 4, en el caso que n = 2 tenemos
R s
T PmE-a)] e <m<é
= o)

T()C(), h)

el cual es un error de truncamiento de orden dos.

Presentamos la aproximacion por diferencias finitas para la primera derivada. Para ello
revisemos las aproximaciones presentadas anteriormente en forma detallada. Tomemos la
férmula de Taylor para n = 2.

1. Sea f una funcién de clase C(? que cumple las condiciones del teorema de Taylor

(2)
f(x) = f(xo0) (x—x0)° + f(x0) (x— x0)" + %é(x))(x—xo)2 (1.25)
si hacemos & = x — xp y reemplazamos en (1.25) tenemos
(2)
Floro-+h) = Flao)h + f (o)l 4 L Swth) @2("0*’”)#
()
f(xo+h) = f(xo0) + f'(x0)h + f(i(whz, x0 < Exgrn <Xo+h
despejando f’(xp) tenemos
h) —
fwo) = T SG0) By ) (1.26)
donde
——f ' (Ergn)) € O(h)
es decir

——f (&) ~ O(h)

16
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entonces la ecuacién (1.26) se puede escribir en la forma

f/(xO) _ f(x0+h})l_f(x0) —l—ﬁ(/’l)

luego definamos la aproximacion de la derivada por la diferencia finita

f(xo) ~ flxo ”2 — fx) (1.27)

La aproximacion (1.27) es llamada aproximacion por diferencias finitas progresiva
o hacia adelante para f’, donde &'(h) es llamado error de truncamiento de orden
p =1, este orden depende de la potencia de 4 y como aparece es &'(h”) e involucra
dos puntos.

2. Usando la formula (1.25) con x = xg — h , h > 0, tenemos

O (E-ny)

flo—h) = flxo) = f (xo)h+ ——==="
f/(xo) _ f(-XO) _IJ;(XO — h) + Zﬁ!f(Z)(é(xo—h) (1.28)
donde I
+§f(2)(§(xofh) € 0(h)
es decir

h
+§f(2) (Sxon)) ~ O(h)

entonces tenemos que la expresion (1.28) se puede escribir en la forma

Flox0) = f(xo) — ;:(xo —h)

luego, se define la aproximacidn de diferencias finitas para la primera derivada

f/(X()) ~ f(X()) —£(X0 - h) (1.29)

La ecuacién (1.29) es llamada aproximacion de diferencia finita regresiva o hacia

+O(h)

atras para f’(x), donde &'(h) es llamado error de truncamiento de orden p = 1, el
cual depende de la potencia de & e incluye dos puntos.

3. Desarrollemos la férmula de Taylor para n = 3,

fl/ (xo)

21 (x—x0)*

f) = fx0)(x—x0)° + f(x0) (x —x0) ' +

3!

+ ()c—xo)3 (1.30)

17
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a. Sea x — xg = h, entonces reemplazando en (1.30)
/ h2 /1 h3 3
Fxo+h) = fx0) + f @o)h+ 27 f" (o) + 37 f D (Cg)  (13D)
b. Sea x—xy = —h, h > 0, entonces reemplazando en (1.30) obtenemos

ﬂm—@zf@w—f@ww%.ﬂmﬂ——f ' (Eoiy) (1.32)

restando (1.32) de (1.31) se tiene la ecuacién

3

Flo-+h) — F(xo—h) =2 (so)h+ a7 [ £ &) + 7 (G

despejando f’(x), obtenemos

Flag) = LRI S0 I G, )] 039
donde

——f /(Eueny) € O(1)
es decir

——f ) (Engeeny) ~ O(H?)

La ecuacioén (1.33) se puede escribir en la forma

f/(xO) _ f(x0+h)2;lf(x0 _h) —|—0(h2)

Luego, se define la aproximacién de diferencias finitas

f“m)zf@”+m;fmb_m (1.34)

La aproximacién de diferencias (1.34) se llama aproximacién por diferencia
central para f’, donde O(h?) es llamado error de truncamiento de orden p = 2.
Esta aproximacién incluye tres puntos.

Usando la férmula de Taylor se puede hallar otras aproximaciones para la primera
derivada, las mismas que pueden involucrar mas de tres puntos, y ser de mayor orden,
como por ejemplo

o) SO =30 =200 =)~ 420 135)

18



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

El método de diferencias finitas (MDF)

la cual es de tercer orden.

Ahora definamos las aproximaciones para la segunda derivada. Sea f una funcién de
clase CO), que satisface las condiciones del teorema de Taylor para n = 3, alrededor de
un punto xp

f(x) = flxo)(x—x0)" + £ (x0) (x— x0)" f”(, )(x x0)?

J"(x0) IO Eom)
31 41

Sea x —xg = h, h > 0, sustituyendo en (1.36) tenemos

+ (x—x0)> + (x —x0)* (1.36)

/ h2 7 h3 1" h4 4
f(o+h) = f(x0) +1f (x0) + =, f7(x0) + 57 (xo)*l'mf( i) (1.37)

Sea x —xg = —h, h > 0, sustituyendo en (1.36) tenemos

Flso—1) = 50) = f (50) + o (50) = P s0) + 2 p ) 138)
Sumando (1.37) y (1.38) tenemos
fo+h)+f(xo—h) = 2f(x0)+h f"(x0)
b 21O )+ O )

despejando f”'(xo) obtenemos la ecuacion

fl+h) =2f(x0) + flxo—h) | K

f(x0) = 5 = [ ) + 1 Eg )] (139)
observando que
h2
—a1 /Y Clapeny) € O07) (1.40)
es decir
I 2
T (Sxpan)) ~ O (1) (L.41)

entonces escribimos (1.39) como
xo+h)—2f(x0) + f(xo—h
f”(xo):f( 0+h) fézo) f(xo—h)
luego, se define la aproximacién de diferencias finitas
xo+h)—2f(x0)+ f(xo—h
f”(xo)%f( 0+h) f}Ezo) f(xo—h)

La aproximacion (1.43) es llamada aproximacion de diferencia central de f”(x), donde

+ O(h?) (1.42)

(1.43)

O (h?) es llamado error de truncamiento de orden p = 2.
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1.3. Problema de valor inicial con condiciones de contorno

Un problema de ecuaciones diferenciales parciales se puede expresar en la siguiente

forma
P(d,d)u=f en QCR"t>0

(P)S u=g en 0Q
u(x,0)=uy en t=0
donde P es un polinomio de ecuaciones diferenciales.
Ejecutamos los tres pasos de discretizacidon para un problema.

1. Discretizacion del dominio

Sean Ax y At nimeros positivos que se pueden denotar por k y & respectivamente,
entonces la malla estd formada por los puntos (x;,t,) = (jAx,nAt) para enteros
arbitrarios j y n. Para una funcién discreta v definida sobre la malla, denotamos sus
valores por v’} en los puntos malla (x;,#,). También usaremos la notacion u;’ para
u(x;,t,), donde u es una funcién continua en el plano x¢. El conjunto de puntos
(xj,t,) para un valor de n fijo es llamado nivel de malla n. La idea bésica para el
esquema de diferencias finitas es reemplazar derivadas por sus diferencias finitas.
Tenemos ahora las férmulas de aproximacién para la derivada respecto a ¢ en el
nodo (jh, nk)

) N u(jh, (n+ 1)k) — u(jh,nk)
ot (jh,nk) -~ At
2At

Q

Similares férmulas aproximan las derivadas con respecto a x,

du, . _ u((j+ 1)h,nk) — u(jh,nk)
a(]hﬂ/lk) ~ Ax

_ ull+ Dhnk) —u((j— Dhnk)

2Ax
~ u(jh,nk) —u((j — 1)h,nk)
Ax

u, . _u((j+1)h,nk) —2u( jh,nk) +u((j —1)h,nk)
W(‘]hvnk) ~ (Ax)2
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2. Discretizacion de la variable
Se define una variable discreta

vi:{t} — R

() = v(jn) =V

que aproxima la solucién exacta por

u(xj,ty) = uj =V;

de tal manera que v? =up(x;), j € Z.

Observe que la discretizacion de la variable significa definir la incdgnita discreta
que sea consistente con la discretizacidn, con la condicién inicial y las condiciones
de contorno, si las hubiera.

3. Discretizacion de la ecuacion diferencial
Discretizamos la ecuacién que aparece en el problema (P) usando la serie de Taylor
en el nodo (jAx,n/At),

Ju

At
u7+1 = u(jAx,(n+1)Ar) = u(jAx,nAr) + FEUM’ nAt)
A2 9%u .
+2—!w(]Ax,nAt) +...

La derivada de u respecto a ¢ evaluada en los puntos (jAx,n/\t) es
M?H —ui  Ju At %u

4 =4 _(_
At ot~ 2 dr?

Generalmente escribiremos esto utilizando la notacion big &

)it (1.44)

W=t gy
J J
= — L O(At 1.45

donde se asume que las derivadas de mayor orden de u en (jAx, nAt) son acotadas.
Entonces una aproximacion de u, (jAx, nAt) puede ser dada por

V'f"'l Y

J J
- 1.46
A (1.46)

En forma similar para la segunda derivada de u( jAx, nAt)

-2 _
wenlrot) = Tim AR~ 2u(e 1) tulx—Ax)

Jim AL 1.47)

21



Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

Convergencia

1.4.

la aproximacion es dada por

no_Hn n
Vi 2vj—|—vj71
Ax?

Asi las expresiones dadas en (1.46) y (1.48) pueden ser usadas para aproximar la

(1.48)

ecuacion diferencial

du d%u
I i 1.49
dt dax? (1.49)
en el nodo (jAx,nAr) por
1
v;H —v;? :av’}H—Zv’;—i—v;?_l (1.50)
At Ax? ’
o escrito en forma de algoritmo
Vn+1 n At n n n
f :vj+ag(vj+l_2vj+vj*1) (]51)
Finalmente, es facil ver que las condiciones iniciales y de frontera son aproximados
por
W= f(jAx), j=0,...M (1.52)
it = a((n+1)Ar), n=0,... (1.53)
ViFL = b((n+1)Ar), n=0,... (1.54)
Convergencia

El concepto de convergencia es un concepto matematico familiar, conocido en la con-
vergencia de sucesiones de nimeros. Sin embargo, aqui se refiere al hecho de que son
sucesiones de soluciones discretas obtenidas como soluciones de los problemas discretos
que aproximan a la solucién exacta de un problema continuo.

Las sucesiones de soluciones de los problemas discretos, que son soluciones aproxi-
madas se obtienen cuando Ax, At tiende a cero, [16], [17]. Por tanto, es suficiente utilizar
los puntos de la malla, por lo que sera necesario hablar de convergencia puntual y/o
convergencia uniforme.

Una importante pregunta concerniente a las soluciones discretas obtenidas compu-
tacionalmente es, ; Qué garantia puede ser dada para que la solucién computacional sea
préxima a la solucidn exacta de la ecuacion diferencial parcial y bajo qué circunstancias
la solucién computacional coincide con la solucién exacta?. La segunda parte de esta
pregunta puede ser respondida requiriendo que la solucién aproximada (computacional)
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converja a la solucién exacta cuando; Ax, Af tiende a cero. Sin embargo, convergencia es
muy dificil de establecer directamente por tanto, una ruta indirecta es utilizar dos concep-
tos muy relacionados y que juntos implican convergencia mediante el teorema de Lax-
Ritmeyer. Estos conceptos son consistencia y estabilidad.

Ecuacién Discretizacion

Sistema
de
Ecuaciones

\ 4

Diferencial . .
Consistencia

Métodos

Analiticos l
N | Estabilidad

Solucién Solucién

Exacta Convergencia

<&
<

Aproximada

Figura 1.1: Consistencia, estabilidad y convergencia

Esta ruta indirecta requiere que el operador de diferencias discreto debe ser consistente
con el operador diferencial parcial. Eesto implica la inversa del proceso de discretizacion.

A través del desarrollo de la serie de Taylor se recuperan las ecuaciones diferenciales
gobernantes cuando Ax, At tienen a cero. Ademas, el algoritmo usado para resolver el
sistema de ecuaciones algebraicas para obtener la solucién aproximada debe ser estable.

El teorema de Lax-Ritmeyer es de gran importancia, puesto que es relativamente facil
demostrar la estabilidad de un algoritmo y la consistencia de la discretizaciéon con la
ecuacion diferencial parcial original, mientras que por lo general es muy dificil de mostrar
la convergencia de las soluciones.

En realidad, la convergencia es necesaria medirla en alguna norma. Veamos la siguien-

te definicion.

4.1 Definicion.-

La sucesi6n de soluciones discretas {v/} converge en la norma ||.||a, si y solo si

lim ma e; =0 1.55
A;HO (j:O 1,...),(T/At | JHAX) ( )
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Ar2
es decir, a medida que se refina la malla ( jAx,nAt) — (x,1) si Ax,At — 0.

para cualquier condicién inicial y paracada 7 > 0,r = es constante cuando Ax — 0,

O

La diferencia entre la solucién exacta de la ecuacidn diferencial parcial y la solucioén
exacta del sistema de ecuaciones diferenciales es llamada error de solucién, denotado
por €7, asi que

e? =u(xj,ty) — v;? (1.56)
Recordemos que ® satisface el problema
o0  J*®
- _Z = 1 1.
Y 8x2’0<x< ,1>0, (1.57)
D(x,0) = f(x), 0<x<1, (1.58)
(I)(Ovt):gl([)> q)(lat):gZ(t): t>0 (1.59)

Entonces la soluciones aproximadas {v;’} del problema satisfacen

W=t o (1.60)

Abhora escribimos el esquema de diferencias finitas de Euler hacia delante,

V;;+1 —v;-l— "(ij1 —2v§f—|—v?+1) =0 (1.61)

que satisface las condiciones de contorno
vo=g1(tn), VW =82(tn), n=1,2,... (1.62)
Ahora reemplazando (1.60) en este esquema se tiene
1 1
O — T — (@ —¢]) — (@] 2074+ 7))
+ r(e?_1—26?+€?+1):0 (1.63)
De ello se obtiene
;?H = re;?_l +(1 —2r)e;9 + re;?_H —|—d>?+1 —CD;?
+ r2®j-0) -}, (1.64)

e

Ahora utilizando el teorema de Taylor con & = Ax y k = At niimeros positivos a fin de
simplificar la notacién para aproximar
oD h 9*®

(I)?-H = (I)(XJ +l’l,tn) = (I);lﬁ-l’l(g)jn—i- E(ﬁ)(xﬂ‘elhﬂ‘n) (1.65)
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oD W 9%®

i1 =@(x;—h,ty) = D — h(a)m + g(ﬁ)(xj—ezh,tn) (1.66)
g oD
O = D(x;j, 1, + k) = D] +k(§)(xj,,n +o30) (1.67)

donde 0 < 6,6,,60; < 1.
Sustituyendo (1.65), (1.66) y (1.67) en (1.64) se tiene

0 oD I’
ej_H = (réi_+(1=2r)ej +ref ) +k[(5- T ) ()t 65K) —(W)(xﬁem,tn)]

con —1 < 6y < 1.

Por lo tanto, los errores e’} satisfacen las mismas condiciones que la solucién. Ahora

se define
E, = méx |e]| (1.68)
J

el maximo error en el nivel n y también se define su maximo en toda la malla de la

diferencia 5 2
D D
My = maX (- o ) (3.t +63K) — (W)()ﬁ—t—@;h,z‘n)’ (1.69)

para todo j y n. Sabiendo que r = 2 > 0 e imponiendo la condicién r < 0.5 se tiene que
todos los coeficientes de e son positivos o cero, por consiguiente se obtiene que

< e[+ (1= 20) €+ rl ey |+ kM
< rE,+(1-2r)E,+rE, + kM
= En"’th,ka (1.70)

para todo j. Es decir,
€| < B+ kM. (1.71)

Asi (1.70) permite para todo j, y por lo tanto, para max \e;’.H | se cumple

E, 1 < Ep+kMy i (1.72)

para todo n.
Luego recursivamente tenemos la cadena de desigualdades

Epi1 < En+kMpi < (Ep—1 +kMp ) + kMpy g = Ep—1 + 2kM), (1.73)

y por consiguiente
E, <Ey+ nthJ( = tth,k (1.74)
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donde t,, = nk y puesto que los valores iniciales de v y ®@ son los mismas se cumple Ey = 0.
Ademas cuando & — 0, k = rh* — 0, (jh,,nk) — (x,t) y la malla se refina que se tiene

que My, i tiende a
. 0D 9P
méax |(—=

nix|(Gr = g el

Ahora puesto que @ es solucion de (1.57), se tiene que el valor limite de M}, . es cero. Por

1.75)

lo tanto, cuando i,k — 0;

@ — 7| = |¢}| < mix|e}| = E,
J:n)
es decir
@} —¢}| <E, (1.76)

para todo n. Por tanto, se cumple que v} — ®(x,7) cuando (jh,nk) — (x,1).

Se ha demostrado que v converge en la norma del maximo a ® cuando 27— 0, r < 1/2
y t es finito. Cuando r > 1/2 puede demostrarse que el esquema no genera una sucesion
de soluciones convergente.

Para esquemas de multipasos la definicién asume que algtin procedimiento inicial es
usado para computar los primeros niveles de tiempo, necesarios para emplear los esque-
mas de multipasos. En el caso que los datos son especificados sobre estos primeros niveles
de tiempo, las definiciones se modifican para requerir v;-”, 0 <m < J converjaa vo(x;).

Considerar ahora la ecuacién diferencial parcial en su forma general
Lu=F (1.77)

la cual es una ecuacién de primer orden en la derivada con respecto a t.

4.1. Convergencia de un problema de valor inicial

Un esquema de diferencias finitas tal como aquella que discutiremos es usado porque
sus soluciones aproximan a las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales parciales.
Pero realmente es necesario para que la solucién de las ecuaciones en diferencias puedan
aproximar a la solucién de la ecuacidn diferencial parcial con cualquier precisién deseada.
Asi es necesario alguna clase de convergencia de la solucion de la ecuacidén en diferencias
a la solucion de la ecuacidén diferencial parcial.

Empezamos considerando problemas de valor inicial. Asi consideremos la ecuacién
diferencial parcial

ZLu=F (1.78)
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donde las funciones u y F estan definidas en toda la recta real y ademas se tiene la con-
dicion inicial u(x,0) = f(x), x € R. Asumimos que hemos obtenido una solucién apro-
ximada de (1.78) por el esquema de diferencias finitas que denotaremos por L;? donde, n
corresponde al paso del tiempo y j al punto espacial de la malla. Esta solucién aproximada
la denotaremos por v’} la cual esta definida sobre toda la malla

T:{(ijanAt)aj:_°°;---,+°°,n:0,...}.

y por u la solucidn exacta de nuestro problema de valor inicial.
Empezamos dando la siguiente definicion

4.2 Definicion.-

Un esquema de diferencias finitas L;?v’} = G’} que aproxima a la ecuacion diferencial par-
cial Zu = F es un esquema puntualmente convergente si para cualquier solucién u de la
ecuacion diferencial tal que v? converge a uo(x), entonces v} converge a u(x, ) cuando Ax
y At tienden a cero. [

Para esquemas de multipasos la definicién (4.2) asume algin procedimiento inicial
usado para ocupar los primeros niveles de tiempo.

4.1.1 Ejemplo.-
Demostrar que la solucién del esquema de diferencias finitas

v’?+l = (1—2]")V’}+V(V’}+1+V’},]) (179)

J
W= f(jh), —eo < j<eo (1.80)

donde r = ak/ m,0<r<1 /2, converge puntualmente a la solucion del problema de
valor inicial

U = Oy, XER, t>0 (1.81)
u(x,0) = f(x),xeR (1.82)

Solucion. Debemos entender que estamos considerando un problema de valor inicial
sobre todo R, el indice j sobre v;’ serd el rango sobre todo los enteros, —oo < j < +oo.
Denotamos la solucién exacta del problema de valor inicial (1.81)-(1.82) por u tal que

e =V —u(jh,nk) (1.83)

Si introducimos u en la ecuacion (1.79) y multiplicamos por &, vemos que u;? = u(jh,nk)
satisface

W = (1= 20l (i) + O () + O (ki) (1.84)
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Entonces sustrayendo la ecuacién (1.84) de la ecuacion (1.79), vemos que e;? satisface

I = (1-2ne} +r(¢fy1 +ef 1)+ O(K) + O (ki) (1.85)

Si0 < r< 1/2,los coeficientes del lado derecho de la ecuacion (1.85) son no-negativos

€] < (1=27)|e}| +rle] 1|+ rle]_ 1| + AR+ kh?) (1.86)

donde A es una constante asociada con el término “big 0 que depende de las hipétesis
asumidas sobre las derivadas de orden superior. Por lo tanto, si tomamos la norma del
supremo en el nivel n

E"= sup {|€}[} (1.87)
—oo j< o0
llegamos a
E"™ < E" 4+ A(K? + kh?) (1.88)

Hay que notar que en el supremo sobre el lado derecho se incluyen los términos que
contienen k y h. En este caso asumimos que la constante A es una cota de la segunda
derivada con respecto al tiempo y la cuarta derivada con respecto al espacio en toda la
recta real. Asi hemos asumido que estas derivadas de la solucién son uniformemente
acotadas en toda la recta.

Aplicamos repetidamente (1.88) y llegamos a

EV<E'"4 AR+ ki) < ... <E'+ (n+ 1D)AK* + kh?) (1.89)
Puesto que E? = 0, tenemos
E™ < (n+ 1DA(K + kh?) (1.90)
De donde se tiene que

VI — u(jh, (n+1)k)| < (n+ 1)kA(K® + kh*) = 0 (1.91)

cuando k,h — O.

Asi vemos que para cualquier x y ¢, cuando k y & se aproximan a 0 en semejante forma
que (jh, (n+1)k) — (x,1), v} se aproxima a u(x,?).

Deberiamos notar que puesto que (n+ 1) en la ecuacion (1.91) puede causar proble-
mas en nuestra convergencia ( no es bueno que tengamos términos que van al infinito en
una expresion que deseamos que tienda a cero). Esto fue un hecho que en el dltimo paso
se tenga (n+ 1)k —¢. (.
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Ahora usamos la norma del maximo sobre el espacio de sucesiones acotadas, /.,

Jue=max |u (1.92)
—oo J<Ho0

Siu" = (. ..,u’il,ug,u’f,...)T yvi=(.. .,v’ll,vg,v’f,...)T, entonces tenemos que probar

"1 se aproxima a u(.,) en la norma del

que para ¢ tal que (n+ 1)k se aproxima a t, v
maximo (1.92).

Puesto que, en general, la convergencia puntual es dificil de probar, cambiaremos la
definicién de convergencia en términos de la norma del maximo.

Por conveniencia denotamos el vector de valores de la solucién de la ecuacion de
diferencias V! en el nivel n por v" y el vector de valores en nk de la solucién de la ecua-

J

ci6n diferencial parcial evaluada en los puntos malla u( jh,nk) por u”, generalizamos la

definicion de convergencia en la siguiente forma.

4.3 Definicion.-
Un esquema de diferencias finitas L’V = G}, que aproxima a la ecuacion diferencial
parcial Zu = F, es un esquema convergente en la norma ||.|| en el tiempo ¢ si cuando
(n+1)k—t,

[u" !t — vl =0 (1.93)

cuandoh— 0y k— 0.0

Debe especificarse que en la definicién (1.96) no fue especificada la norma porque en
diferentes situaciones, diferentes normas seran utilizadas.

Se probd que un esquema explicito (1.79) fue convergente de acuerdo a la definicién
(4.2) en la norma del supremo. En otras ocasiones veremos que la norma natural elegida
serd una variacion de la norma L, y la norma L; ;. Asi, siempre que trabajemos con
normas estas deben ser especificadas.

Debe quedar claro que la definicidon (4.3) difiere de la definicién (4.2). Usando la
definicion (4.2), la razén de convergencia de v;’ a u(x,t) (razén en términos de ix — 0y
kt — 0) puede variar considerablemente para diferentes valores de x. Puede ocurrir, segtin
la Definicion (4.2), que un esquema converge en algunos valores de (x,7) y no en otros.
Sin embargo, via la definicion (4.3) (es decir || u” — v"|| es pequeiio), entonces se obtiene
que v;? esta proxima a u? para todo j.

A veces deseamos discutir convergencia en términos de la rapidez en la cual la solu-
cién del esquema de diferencias converge a la solucién de la ecuacion diferencial parcial.
Para este propdsito utilizamos una definicion de convergencia de orden (p,q) como sigue

29



Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

Convergencia

4.4 Definicion.-

Un esquema de diferencias finitas L?v? = G?, que aproxima a la ecuacidén diferencial
parcial Zu = F, es un esquema convergente de orden (p,q) en la norma ||.||, si para
cualquier ¢, tal que (n+ 1)k — 1,

[0 — v = O(hP) + O (k) (1.94)
cuandoh— 0y k— 0.0

Cuando usamos la notacién “big &, debemos recordar siempre que existe una cons-
tante involucrada, es decir, la ecuacion (1.94) es realmente una notacidn corta para existe
una constante C tal que

w1 v < C(O(h?) + 6/(k)) (1.95)

En este caso la constante depende de ¢.

4.2. Convergencia de un problema de valor inicial-contorno

La diferencia entre convergencia en problemas de valor inicial y problemas de valor
inicial-contorno estd en los espacios que se usa. En la seccion anterior, el espacio en el cual
se ha trabajado es el espacio de sucesiones L, el cual es un espacio infinito dimensional.
Sin embargo, si consideramos el esquema de diferencias finitas sobre el intervalo [0, 1] o
mas generalmente en el intervalo [0, L], con condiciones de Dirichlet nulas, el problema
discreto es un problema finito dimensional, es decir, estd definido en R{)\’ .

Ahora, siv(]).:f(ij),jzo,...,M, vg=0,n=1,...,yV};=0,n=1,...,y encon-
tramos que v;’ j=1,....M—1,n=1,.... Cuando h es pequeiio o M es grande, el vector
desconocido sera grande pero finito. Esto hace que no podamos medir adecuadamente la
diferencia entre la solucion del esquema de diferencias y la solucion de la ecuacion dife-
rencial parcial. Es decir, no existe un espacio bueno en el cual la convergencia se pueda
establecer.

Existen varias aproximaciones de como afrontar este problema. La aproximacién que
tomaremos requiere que Ax — 0 de una manera ordenada y definir la convergencia en
términos de la norma de los espacios apropiados.

Empezamos definiendo una particion del intervalo [0, 1] en un malla uniforme descrito
por un incremento /. Entonces considerar una sucesion de tales particiones con incremen-
tos {Ax;},i=1,...M tal que Ax; — 0 cuando i — oo. Sea X; un espacio finito dimensional
lineal normado conteniendo la solucién asociada con el incremento Ax;.

Denotamos una norma sobre X; por ||.||;, 1a definicion de convergencia de un problema
de valor inicial-contorno quedara expresado como sigue.
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4.5 Definicion.-

Un esquema de diferencias finitas L v” G que aproxima a la ecuacion diferencial
parcial £u = F, es un esquema convergente en la norma ||.||; en el tiempo ¢, si para
cualquier sucesion de particiones Ax; tal que (n+1)Ar — ¢,

o™t — v =0 (1.96)
cuando i — oy At — 0. [J

En una forma similar, se puede definir convergencia de orden (p,q).

Aunque para satisfacer la definicion (4.5) debemos considerar todas las particiones
que converjan a cero, el modelo para usar la definicién (4.5) es usar el dominio [0, 1]
y h = 1/M. Entonces el espacio obtenido sera finito dimensional, de orden M — 1, M o
M + 1, dependiendo de que tipo de condiciones de frontera son usadas en los extremos
del intervalo. Sin embargo, como veremos mas adelante, probar convergencia para un
problema de valor inicial y de frontera es mas complicado que hacerlo para problemas de
valor inicial.

Para ilustrar la definicidn (4.5) nuevamente probaremos la convergencia del esquema
explicito (1.79), esta vez para el problema de valor inicial-frontera.

4.2.1 Ejemplo.-
Demostrar que para 0 < r < 1/2 la soluci6n del esquema de diferencias del problema de
valor inicial discreto y de contorno

VL = (=2 (Vi + V), n>0,j=1,..M—1 (1.97)
= Vﬁl—0n>0 (1.98)
W= f(jAx), j=0,...M (1.99)

converge en la norma del supremo a la solucién del problema de valor inicial-frontera

U = auy, x<(0,1),1>0 (1.100)
w(0,1) = u(1,1)=0,1>0 (1.101)
w(x,0) = f(x), xe0,1], (1.102)

Solucién. Probamos convergencia del esquema (1.97)-(1.99) en la misma forma que
se prueba para un problema de valor inicial, excepto en este caso nuestro vector tiene
longitud finita y el tamafio ird modificindose. También porque hacemos esto en forma
similar, eventualmente tenemos que hacer varias suposiciones para hacer el trabajo de
prueba. Empezamos escribiendo Ax;,, como el incremento en una particién con M,, + 1

31



Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

Consistencia

1.5.

puntos. Sea X, el espacio de (M, — 1) vectores en RM»~! con norma del supremo finito
dimensional,

101 V=1) M1 = sup )]
1<j<Mp—1

Haciendo
€} =V —u(jAxm,nAt)

Como vimos anteriormente e;’- satisface

S = (1=2r)ej+r(e}_ 1 +efy)

J
+O(A?) + O (At (Axp)?), j=1,..., My —1 (1.103)

Si0 < r<1/2,los coeficientes del lado derecho de la ecuacioén (1.103) son no negativos,
donde ¢ y ), son ambos ceros, y

e

IN

(1 =20l +rlef |+ rlef_y | +A(O(A?) + O (At (Ax)?))
le" 11,1, +A(O (A7) + O(Ar(Axn)?))

IN

donde

e” = (6111,. .. ,eMmfl)T

Si tomamos el supremo sobre el lado izquierdo de la desigualdad anterior y aplicamos
repetidamente esta desigualdad, entonces tenemos

€ 11,00 < (n+ 1ALA(AL + (Axp)?)
Por lo tanto, cuando At — 0, (n+ 1)At — £,y m — oo,
[a vy e — 0, (1.104)

puesto que Ax,, — 0, se tiene que el esquema es convergente. [

Consistencia

En esta seccion trataremos sobre el problema de aproximacién de operadores dife-
renciales, es decir, qué tan préximo se encuentra el operador diferencial continuo y el
operador de diferencias finitas.
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5.1. Consistencia de problemas de valor inicial

5.1 Definicion (Consistencia Puntual).-
El esquema de diferencias finitas L;? 7 = G;? es puntualmente consistente con la ecuacién
diferencial parcial £u = F en el punto (x,1) si para cualquier funcién suave ¢ = ¢ (x,1),
se tiene que

n na an n

cuando &, k — 0y (jh,nk) — (x,1). O

Asumiendo que estamos trabajando con un esquema de diferencias de dos niveles y
una ecuacion diferencial parcial de primer orden en la variable ¢; el esquema de diferencias
finitas se escribe en la forma:

v = OV 4 kG"

donde

n__ n n o.n T
vi=(.. V00T
n__ n n n T
G"'=(...,G",,G;,GY,...)
y Q es un operador de diferencias que actia sobre un espacio apropiado, entonces una
definicion de consistencia puede ser dada en funcién de una norma.

5.2 Definicion.-
El esquema de diferencias finitas (5.1) es consistente con la ecuacion diferencial parcial
Zu=F enlanorma ||.|| sila solucién de la ecuacion diferencial parcial, u, satisface

ut! = Qu' + kG" + k1", (1.105)
donde 7" es el error de truncamiento y satisface
I*) =0 (1.106)
cuando A, k— 0.0

Una simple variacién de la definicion (5.2) es dada cuando se quiere precisar de con-
sistencia.

5.3 Definicion.-
El esquema de diferencias finitas (5.1) se dice que es consistente de orden de precisién
(p,q) con la ecuacion diferencial parcial Zu = F si

|t = O(hP)+ O'(k7) (1.107)

donde 7" o ||7"|| es el error de truncamiento. [J
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5.1.1 Ejemplo.-

Discutir la consistencia del esquema explicito de Euler
n+1 n n n

Vi —v;? Vi —2vj+vj7

P ¢ 2

con la ecuacidn diferencial parcial

L ieznezl” (1.108)

U = Olllyy, —00 < X < oo, t>0 (1.109)

Solucién. Si denotamos la solucién de la ecuacién diferencial parcial (1.109) por u, e
insertando u en la expresion (1.108) se obtiene

(W™ =) = () =20 +udf ) = OK) + O (ki) (1.110)

donde r = ok/ h?. Para aplicar las definiciones (5.2)-(5.3) debemos ser cuidadosos de lo
que esta contenido en &'(k) + € (h*). Si asumimos que la segunda derivada de u con
respecto a ¢t y la cuarta derivada de u con respecto a x existe y es acotada en alguna
vecindad del punto (x,7), la expresioén (1.110) implicara que el esquema de diferencias
(1.108) es puntualmente consistente con la ecuacion diferencial parcial (1.109).

Para mostrar que el esquema (1.108) es consistente, de orden de precision (42, k),
escribimos primero el esquema (1.108) en forma explicita,

Vt]1_+1 _ V’}—I—I’(V?H —2V’}—|—V?_1) (1.111)

La ecuacién (1.111) nos da cada componente de una ecuacién en la forma de (1.96) con
G"=0.
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Ahora de (1.105) y de la férmula de Taylor se tiene:

ktj = u?“—{u;-’—l—r[u;?H—Zu?—l-u?,l]}
2

. At
= I/t? =+ (ut)ﬁAt + I/ttt(_]AX, tl)?
AxX? A
— Auj+ i+ () jAx + (uxx);’T + (um);’?
4

Ax
e (01, nAT) = 20 1y — () jAY

Ax? A Ax*
" A (1) ] Ar
= () jAt — A ()} + e (JAX, tl)T
Ax4 A)C4
— ruxm(xl,nAt)ﬁ — ruxxxx(xz,nAt)ﬁ...
2
. A
= (l/t[ — Ocuxx);'-At -+ Uy (_]Ax,t] ) 7
2 A.XZ
—  OlUyprx (X1, nAY) ﬁAt — Olyrxx (X2, nAt)ﬂAt...

Del hecho que u; — oy = O se tiene:

2

) At Ax
T} = Uy (jAx, t1)7 — Ot (U (X1, RAL) + uxm(xz,At))ﬁ (1.112)

Ahora decidiremos que norma usar:

1. Siasumimos que uy; y Uy SOn uniformemente acotadas sobre R x [0, 7], para algin
to > t, podemos entonces usar estas cotas con la norma del supremo para obtener

k n?

17]|o = sup {7} = sup [us (jh,1)] 5 + SUp [ U] B < Ak+Bi?
1 l

Por lo tanto, el esquema es de orden de precision (h? k) con respecto a la norma

del supremo.

2. Si asumimos que iy y Uy Satisfacen

oo

> [(un)]]Ph <A <o (1.113)

j:—oo

oo

> [(tw)jPh < B < oo (1.114)

j:—oo
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para cualquier & y k. Entonces decimos que el esquema de diferencias finitas es de
orden de precision (/,k) con respecto a la norma I 5.

0

5.2. Consistencia de problemas de valor inicial-contorno

La consistencia puntual serd la misma que aparece en la definicién (5.1), excepto que
ahora tenemos que analizar cualquier condicion de frontera que contiene una aproxima-
cion.

Para la norma consideremos una sucesién de particiones del intervalo [0, 1] definien-
do una sucesion de incrementos espaciales {Ax;} y una sucesién de espacios apropiados,
{X;}, con normas ||.|| ; Entonces las Definiciones (5.2) y (5.3) se aplican a problemas de
valor inicial-contorno usando la sucesion de normas ||.|| ;. La diferencia importante entre
entre los problemas de valor inicial y problemas de valor inicial-contorno esta en escribir
el problema de valor inicial-contorno en alguna forma que pueda ser analizada en una
sucesion ldgica de espacios vectoriales.

5.2.1 Ejemplo.-
Problema discreto con el esquema de diferencias finitas de Euler

VL = (=20 (Vi V), =1, M= (1.115)
W= f(jAx) (1.116)
Vil =0 (1.117)
VI = (1= 2r)vp - 2rud) (1.118)
j = 1,.M-1 (1.119)

con el problema de valor inicial-contorno

U = Oy, x€(0,1),£>0 (1.120)
u(x,0) = f(x), (1.121)
u(l,r) = 0,t>0 (1.122)
uy(0,¢) = 0,r>0 (1.123)

x € [0,1] (1.124)

Solucién: La condicion de frontera (1.123) se puede aproximar por

W_ﬂl_o
2Ax

(1.125)
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Recordar que el esquema de diferencias de Euler (1.115) aproxima a la ecuacién diferen-
cial parcial (1.120) con un orden de truncamiento &'(At) 4 ¢(Ax)?. Desde que (1.118)
es una aproximacion de orden ¢'(Ax)? para la condicién de frontera (1.123), se conclu-
ye que el esquema de diferencias (1.115)-(1.118) es una aproximacién puntual de orden
O (At) + 0(Ax)? para el problema de valor inicial-frontera (1.120)-(1.123).
Para probar la consistencia en la norma, escribimos nuestro esquema de diferencias
en la forma
vl = ov" (1.126)

con componentes

V= [(1 =271+ r(84 + 8|V

Si u es la solucidn exacta del problema de valor inicial-frontera continuo, entonces pode-
mos reemplazarlo en (1.126) y obtenemos

u™! = ou" + Ar " (1.127)

Antes de empezar nuestro andlisis de consistencia, debemos decidir sobre nuestra su-
cesion de espacios. Es claro que los espacios que usaremos seran espacios de dimensién
M que constan de vectores (v,...,up_1)7. Ya conocemos que Tl es O(At)+ 0 (Ax)?,
j=1,...,M— 1. Para examinar la consistencia de la ecuacién primero examinemos la
consistencia de la discretizacion en la frontera (1.118), sea u la solucién del problema de
valor inicial-contorno, entonces:

At = ™t — (1 =2r)ul —2ru}
= U + (u[)oAt + (utt)OT +...
— [(1=2r)uy
Ax? A
+  2r{ug+ (ur)gAx+ (MM)ST + (um)g? +...}]
n n n nAtz
= [(ur)g — 0t(axc)p) A7 — 2rAx(ur ) + (utt)OT
OAtAx

= (o) 3

Usando el hecho que () =0y (u; — Otury )i = 0, vemos que
n At n o n

Podemos decir que los puntos j = 1,...,M el esquema de diferencias es de orden de

precisién &(At) + 0(Ax)?. Pero en el extremo izquierdo cuando j = 0 el esquema es
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solo de orden de precision &(At) + &' (Ax). Por lo tanto, el esquema (1.115)-(1.118) es de
orden de precision &'(At) 4+ €'(Ax). Debido a la aproximacion de la ecuacion diferencial
parcial y a las condiciones de frontera escogemos la menor orden respecto a Ax.

En conclusién, vemos que con las suposiciones hechas sobre ciertas derivadas de u,
el esquema de diferencias (1.115)-(1.118) sera consistente con respecto a la norma del
supremo o la norma /; o, con orden de aproximacién 0 (At) + O'(Ax)

5.2.2 Ejemplo.-
El esquema forward-time forward-space o upwind hacia delante es consistente con la

e . .. du du
ecuacion diferencial de conveccidon — +a—.
ot ox
Solucién. En efecto, el esquema es
+1
V? V7 +a
k h
el operador diferencial para la ecuacién de conveccion es

d 0
L:E—Faa

y sea una funcion suave ¢ = ¢ (x,). El operador de diferencias finitas esta dado por

n+l __ 4n no _ pn
o 9 b9

' '
V. — V.

+1

J J O,

L' = 1.129
donde ¢ = ¢( jh,nk). Usando las series de Taylor de la funcién ¢ (x,?) en el nodo ( jh, nk),
i J y J

1

prtl = ¢}’+k¢,+5k2¢,,+ﬁ(k3) (1.130)
1

¢l = ¢}-’+h¢x+5h2¢xx+ﬁ(h3) (1.131)

donde las derivadas son evaluadas en los nodos (x i,tn). Reemplazando (1.130) y (1.131)
en (1.129) obtenemos

L = &+ %k% +O(K) +a{g. + %hquﬁ o)}

1
= 01+ 5k + gy + gh%x L O+ O(h?)

Entonces
a

(LOY~159 = 6iabe— 9~ 1kbu— ade— 5
—0(k*) - 0(h)
= 3K~ S — O) — O ()
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Por lo tanto
(Lo);—Li¢ —0; hk—0

y asi concluimos que el esquema es puntualmente consistente. ]

Es natural preguntarse, ; Si consistencia es suficiente para que un esquema sea con-
vergente 7. En verdad, consistencia es necesaria para convergencia mas no es suficiente,
como veremos en el siguiente ejemplo.

5.2.3 Ejemplo.-
Considerar la ecuacién diferencial parcial

wu+au,=0,a>0,xeR (1.132)
con la condicién inicial
1 —1<x<0
o (x) = » Tists (1.133)
0 , enotrolugar

y el esquema FTFT o Upwind hacia delante cona =1,

VIt oyt
— ’+-”2 L= (1.134)

El esquema puede reescribirse en la forma
k
V?H = V’}' - E(VJ-H - V?)
=(1+C )= Cv}yy

donde C, = % La solucién de la ecuacién diferencial parcial es una copia de ug que se
desplaza a la derecha por ¢ siguiendo la direccidn de las caracterisitcas. En particular, para
un ¢ suficientemente grande, existe valores positivos de x para el cual u(x,) no es cero,
Figura (??). Para el esquema de diferencias tomemos la condicién inicial

o 1, -1<jhr<0

/ 0 , enotrolugar

La ecuacion (1.134) muestra que la solucién en (x;,#,) depende solo de xj para Jj > jen
el tiempo previo. Asi concluimos que

VI=0, j>0,n>0
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Por lo tanto, v;’ no puede converger a u(x,t), puesto que para ¢ positivo y x, la funcién u
no es idénticamente cero, sin embargo v;f €s cero. ]

Note que concluimos que el esquema es no convergente sin especificar el tipo de
convergencia, pero ciertamente una sucesion de funciones que son todas ceros - esto es,
v;? para j > 0 - no puede converger, bajo cualquier definicién razonable de convergencia,
a la funcion diferente de cero u.

En seguida demostraremos que el esquema de Lax-Friedrichs es consistente con la
ecuacion diferencial u; + au, = 0.

5.2.4 Ejemplo.-
El esquema de Lax-Friedrichs es puntualmente consistente con la ecucidn diferencial ; 4
au, = 0.

En efecto, sea el esquema de Lax-Friedrichs
n+l __ 1/.n n no_n
Vj sV Vi) +a"j+1 Vici

k T

y sea el operador de diferencias finitas

11
L,?(P:‘P;l — 3l f+1+¢ff1)+a i1 97
I k 2h

donde ¢ = ¢(x,1) es una funcién lo suficientemente diferenciable. Usando las series de
Taylor

Ofer = OOt S0t 3 G+ O ()
Ot = O —hOut 30— 3 G+ O
ot = ¢}’+k¢,+%k2¢n+ﬁ(k3)
SON ) = O+ Rt O

Ol =00 = Ot 3 b+ O()

Si reemplazamos en el operador de diferencias obtenemos

1 1 1
L9 = 9+ Skt — SHK Qo+ adt 370k G+ O (K + 1k + 1)
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de donde
LoT —L"¢ = ——k(p,t + = hzk Oux — —ah2¢mx+ O +k '+ 12)

Para que L([)J’.l — L;?¢ — 0, h,k— 0 se debe tener que k' h* — 0. Por lo tanto, el esquema
es puntualmente consistente siempre que k' h* — 0. |

Estabilidad

Consistencia no es suficiente para obtener convergencia, ya que muchos de los es-
quemas utilizados son consistentes pero no convergentes. El mayor problema en probar
convergencia esta en obtener la estabilidad del esquema. Aunque estabilidad es mucho
mas facil de establecer que convergencia, esto es atin muchas veces dificil.

Estabilidad significa que los errores en cualquier etapa de calculo no son amplifica-
dos, sino que son atenuados conforme el célculo avanza. Si ningin error de redondeo se
introdujera en este proceso, entonces la solucién exacta se obtendria en cada punto de la
malla (j,n). La idea esencial de la definicion de estabilidad es que el proceso numéri-
co no deberia causar ninguna pequefia perturbacion introducida a través de redondeos de
cualquier tipo de crecimiento y finalmente dominar la solucion.

Note que si un esquema es convergente, entonces v; converge a u(x,t), ciertamente Vi
es acotada en algin sentido. En este contexto, estos conceptos que estamos utilizando son
aplicables a los llamados problemas bien puestos.

La siguiente definicion de estabilidad es para problemas de valor inicial homogéneos.

6.1 Definicion (Estabilidad de PVI homogéneos).-

Un esquema de diferencias finitas L v” = 0 para una ecuacién diferencial de primer
orden, Lu = 0 es estable si existe un entero J y nimeros positivos hg y ko, tal que para
cualquier tiempo positivo 7" existe una constante Cr tal que

h 2 |v"\2<cTh2 2 vi? (1.135)
j=—e J=0j==
para0 <nk<T,0<h<hy0<k<kyO

6.2 Definicion (Problemas bien Puestos).-
El problema de valor inicial para una ecuacion diferencial parcial de primer orden .Zu =
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0 es bien puesto si para cualquier tiempo 7 > 0, existe una constante Cr tal que para
cualquier solucion u(x, ) satisface

oo ) oo )
/'|mﬁguugc3/ lu(x, 0) 2dx

—o0 —o0

0<r<T (1.136)
]

6.1. Analisis de estabilidad matricial

La primera aproximacién para el andlisis de estabilidad se llama analisis de estabili-
dad matricial.
Para establecer un criterio de estabilidad matricial considerar el siguiente ejemplo.

6.1.1 Ejemplo.-
Dada la ecuacién diferencial parcial

dp  9*¢
5;_5;-,0<x<1 (1.137)
con
0(0,t)=a, ¢(1,t)=b, 0<t<T
y

¢(x,0) =g(x), 0<x<1
Sea el esquema de diferencias finitas de Euler definido en un punto interior general
i =07+ (9] —20] +9}41) (1.138)

para j=1,... NyNh=1,n=0,....,JconJk=T.
En efecto, sobre las fronteras se tiene

o7 =o'+ r(a— 207 + ¢)

Ot = 0f_ + (08, —208_ +b)
donde Nh = 1.
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Este esquema puede ser escrito en la forma matricial en el nivel #; si denotamos por

¢{1+1
(PéH-l
"t = :
1
%(}i%
+
ON" ]
1-2r r I ra
r 1-2r r 5 0
o' = o+
r 1-2r r On_» 0
r 1-2r (1)16_1 rb
o en su forma compacta como
o =A9"+ d (1.139)

donde A y d son conocidos. Puesto que en general los esquemas en diferencias para la
ecuacion diferencial parabdlica puede ser escrita en la forma de matriz y d” depende de
las condiciones de frontera y puede variar a medida que avanza el tiempo.

El dominio solucién de la ecuacién diferencial parcial es un rectangulo finito 0 < x <
1, 0 <t <T, el cual es subdividido en una malla uniforme con x; = jh, j =0,1,...,N
(Nh=1)yty,=nk,n=0,1,...T (nk=T). Ahora asumiremos que & y k estdn rela-
cionados (por ejemplo k = C,h o k = rh?, r > 0), asi que k — 0 cuando 4 — 0. Si las
condiciones de fronteraen j =0y j =N (n > 0) son conocidos, entonces las ecuaciones
parai=1,2,...,N pueden escribirse como

" =A¢" +d" (1.140)
Aplicando recursivamente (1.140) tenemos
(Pn — A(pnfl_f_dnfl :A(A¢n72+dn72)+dn71
A2¢n72+Adn72+dn71
= A" +A" 10 pan! (1.141)

donde ¢ es el vector de valores iniciales y d°,...,d" ! son vectores de los valores cono-
cidos en la frontera.
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La préxima tarea es considerar la propagacién de una perturbacién y para este fin
considerar el vector de valores iniciales ¢°, el cual perturbado es ¢** ( asumimos no més
errores de redondeo), entonces la solucién exacta en el paso t, = nk de tiempo es

0" = A" + AT O A2 4 an! (1.142)

Definimos el error de perturbacion o vector error e por e = ¢* — ¢. Entonces de (1.141) y
(1.142) tenemos

=0 —9"=A"(9" —9%) =A"", n=1,....T (1.143)

El esquema de diferencias finitas sera estable cuando los restos de e” seran acotados cuan-
do 7 se incrementa indefinidamente. En otras palabras e” se propaga de acuerdo a

e"=Ae" ' =...=A" (1.144)
Por consiguiente, por la matriz compatible y norma de un vector
le" | < [1A"] f1e®]] (1.145)

Lax define el esquema de diferencias como estable si existe M > 0 (independiente de
n, hy k) tal que ||A"|| <M, n=1,...,T. Esta condicién ciertamente limita la amplifica-
cién de cualquier perturbacién inicial y por lo tanto cualquier error de redondeo puesto
que
le"]| < M’

Desde que
lA"]] = llaA™=H| < A A" < . [lAl” (1.146)

la definicion de estabilidad de Lax es satisfecha si [|A|| < 1.

Cuando esta condicién es satisfecha se sigue inmediatamente que el radio espectral
p(A) <1 m

6.1.1 Nota.-
La norma uno de la matriz A es la suma maxima de los médulos de las columnas de A y
se denota por ||A||;. La norma infinita de la matriz A es la suma maxima de los médulos
de las filas de A y se denota por ||A||. La norma dos de la matriz A es la raiz cuadrada del
radio espectral de A”A donde A = (A)T (transpuesta de la conjugada de A) y se denota
por [[A]».

p(A) <1 desde que p(A) < ||A]l (1.147)

(el reciproco no es cierto).

44



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

Estabilidad

6.1.2 Ejemplo.-
Existen dos formas para analizar la estabilidad por medio de matrices: encontrar los au-
tovalores de A explicitamente o usar normas para obtener cotas sobre los autovalores.

Cuando 0 < r < 1/2 entonces
Al =r+(1—=2r)+r=1

y cuando r > 1/2,

1 —2r| =2r—1 entonces
|All=r+2r—14+r=4r—1>1.

Asi concluimos que el esquema es estable para 0 < r < 1/2 e inestable para r > 1/2.
Otra alternativa es usar el hecho de que A es real y simétrica, entonces se tiene ||A|, =
p(A) = max|A;| donde A; son los autovalores de A. Si A = I+ rS donde

I= yS= (1.148)

son matrices de orden (N — 1) x (N — 1). Entonces S tiene autovalores

7T
A= —dsen®(LX), j=1,...N—1
j=—asen’(0),

lo cual puede ser verificado directamente. As{ los autovalores de A son

n. .
Ai=1—drsen’ (LX), j=1,....N—1
] rsen (2N)7 ] Y 9

y el sistema es estable cuando

A2 = mj;’lx|1 —4rsen2(%)] <1

JT
—1<1—4drsen®(==) <1
< rsen(zN)_

El lado izquierdo de la ecuacién da

1
r<

~ 2sen?( (Ngl\l,)”)
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y como
N-1)n
h—0, N— oo 2 W=Dy
: y sen’” ()
Por lo tanto, la condicion de estabilidad es r < 1/2. [

Existe un problema obvio en aplicar el analisis matricial ya que en general los au-
tovalores de la matriz A no estan disponibles en ningin formato dado. Esto puede ser
posible dando cotas para los autovalores, o los autovalores necesitardn ser encontrados
numéricamente. Una alternativa es usar el analisis de estabilidad de Fourier.

6.2. Estabilidad de problemas de valor inicial

Una interpretacion estabilidad de un esquema de diferencias es que pequefios errores
en la condicion inicial causan pequefios errores en la solucién. Como vemos, la definicién
no permite el crecimiento de errores, pero pone limites al crecimiento exponencial. Tam-
bién la definicién de estabilidad de un esquema de diferencias es similar a la definicién
de problemas bien puestos de ecuaciones diferenciales.

Definimos estabilidad para un esquema de diferencias de dos niveles

vitl=ovin>o0, (1.149)

el cual serd un esquema de diferencias para resolver un problema de valor inicial sobre IR,
lo cual incluye una ecuacidn diferencial parcial lineal homogénea.

6.3 Definicion (Problema bien puesto).-
Un problema de valor inicial (PVI) se dice que es bien puesto en la norma ||| siy
solamente si existe solucion, es tnica y depende continuamente de los datos iniciales, es
decir, existe una constante C'y ¢ tal que

Ju(x,2)|| < C e [luo(x)]. (1.150)
|

6.4 Definicion.-
El esquema de diferencias finitas (1.149) es estable con respecto a la norma ||.|| si existen
constantes positivas Axy y Afy, y constantes no negativas K y 3 tal que

v < KePTIIVO (1.151)

para0 <t = (n+1)A1,0 < Ax < Axp y 0 < At < Ap. O
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Si el esquema fuera de paso multiple, la definicién anterior podria modificarse en el
sentido de que existe un entero J y constantes K, 3 tal que

J
V' < KeP Y |Iv]]. (1.152)
i=0

Note que como las definiciones de convergencia y consistencia, la definicién de esta-
bilidad estd dada en términos de una norma. Como fue el caso de convergencia y consis-
tencia, esta norma puede diferir de acuerdo a la situacién. Note también que la definicién
de estabilidad no permite el crecimiento de la solucién. Debemos notar que la solucién
puede crecer con el tiempo, pero no con el nimero de pasos del tiempo.

La definicion (6.4) es una de las mas fuertes definiciones de estabilidad. Algo comiin
en la definicién es requerir que la condicion (1.151) sea posible solo para (n+1)Ar < T
para cualquier T (donde K y 3 dependen solo de T').

6.2.1 Proposicion.-
El esquema de diferencias (1.149) es estable con respecto a la norma ||.|| si y sélo si
existen constantes positivas Axg y Afy y constantes no negativas K y 3 tal que

0" < K P! (1.153)
para0 <7 = (n+1)Ar,0 < Ax < Axp y 0 < Ar < Ag.
Prueba. Puesto que
vitl= vt = 0(ov Y = ?v 1 = .. = 0"V (1.154)

la expresion (1.151) puede ser escrita como

v = |V < K PV (1.155)
0 +1,,0
n
Vv
% <KeP (1.156)

Entonces tomando el supremo en ambos lados de la desigualdad sobre todos los vectores
diferentes de cero, v°, obtenemos

Q™| < K P (1.157)

Del hecho de que
[l <l IV (1.158)
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y de la desigualdad (1.153) se tiene (1.151) (estabilidad). [

Probar que el esquema de diferencias finitas

v;?+1 = (L=2rVj+r(Vig +vi) (1.159)

es estable con respecto a la norma del supremo.
Note que si r < 1/2,

Vi

IN

(1 =2n) il rVi [+ r]vj_i]

V¥l

IN

Si tomamos el supremo sobre ambos lados de la inecuacién, con respecto a j, obtenemos
1
[\ [ (1.160)

Por lo tanto, la desigualdad (1.151) se satisface si K =1y 8 =0. ]

Note que para la estabilidad del esquema (1.159) se ha requerido que r < 1/2. En este
caso decimos que el esquema es condicionalmente estable.

6.3. Estabilidad de problemas de valor inicial-contorno

Al igual como se ha trabajado anteriormente asumimos que tenemos una sucesion
de particiones de nuestro intervalo [0, 1] descrito por la sucesion de incrementos, {Ax;},
y una sucesion de espacios {X;} con normas ||.||;. Entonces decimos que el esquema
de diferencias para el problema de valor inicial-frontera es estable si este satisface la
desigualdad (1.151) con las normas ||.|| ;.

Para ilustrar la definicidn, incluimos el siguiente ejemplo

6.3.1 Ejemplo.-
Considere el problema de valor inicial-frontera

U = Oy, x€(0,1), >0 (1.161)
u(x,0) = f(x), x€][0,1] (1.162)
u(0,1) = u(l,r)=0,1>0 (1.163)
con el esquema de diferencias
VL = 8 =1, M- (1.164)
il = il =0, n=0,... (1.165)
Vi = f(jAx), j=0,....M (1.166)
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El teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer

Probar que si r < 1/2, el esquema de diferencias (1.164)-(1.166) es estable.

Prueba. Tomemos cualquier sucesién de particiones del intervalo [0, 1] definido por
una sucesion de incrementos {Ax;} y los espacios asociados, {X;}, y normas, ||.||;. Es-
pecificamente, elegimos los espacios X; de dimensién (M; — 1) donde M;Ax; =1y |.||;
denota la norma del supremo sobre X

Fijamos el valor r < 1/2,

IN

1
Vit (1 =2n) il rVi [+ rlvi_y|

(1 =2r) V2l 72 v

A

V"

Si tomando el maximo sobre j en ambos lados, obtenemos
VL < v

Aplicando repetidamete la tltima desigualdad, llegamos a obtener

v < V01

Asi que el esquema es estable usando K =1y f =0 ]

El teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer

Ahora que hemos discutido convergencia, consistencia y estabilidad, es tiempo de ver
como ellos se relacionan. Como indicamos previamente, ellos estan relacionados via el
teorema de Lax-Richtmyer.

Este teorema es importante porque nos da una forma simple de verificar si un esquema
es convergente, ya que si intentamos verificar la convergencia directamente por la defi-
nicién no siempre es posible, sin embargo verificar consistencia y estabilidad pueden ser
mucho mas fécil ya que involucra generalmente calculos solamente algebraicos .

Teorema 3 Teorema de la equivalencia de Lax-Richtmyer
Un esquema de diferencias finitas de dos niveles consistente con la ecuacion dife-
rencial parcial para la cual el problema de valor inicial es bien puesto es convergente
siy solo si es estable.
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Asi que vemos que si tenemos un esquema consistente, entonces convergencia es si-
némimo de estabilidad.

En lugar de intentar demostrar este teorema, demostraremos una version ligeramente
mas fuerte que la mitad del teorema anterior.

Teorema 4 Teorema de Lax
Sea un esquema de diferencias de dos niveles

vl = ov' 4+ At G" (1.167)

de orden precisién (p,q) en la norma ||.|| para un problema de valor inicial lineal
bien puesto y estable con respecto a la norma ||.||, entonces el esquema es conver-
gente de orden de precision (p,g) con respecto a la norma ||.||.

Prueba Sea u = u(x,7) la solucién exacta del problema de valor inicial. Entonces
puesto el esquema es de orden de precision (p,q), tenemos

u't = Qu"+ Ar G 4 At T" (1.168)

con ||[7"|| = O(AxP) 4+ O (At?). Definimos el vector w como la diferencia entre u — v.
Entonces w satisface

W'l = ow" + At T" (1.169)

Aplicamos la ecuacién (1.169) en forma iterativa

wrl = ow'+ArT"
QoW '+ Ar T F Ar "
= W'l A QT A T

— QI’H-IWO +At z Qj ,L.n—j

n
j=0

Puesto que w” = 0, tenemos

n
witl =AY o/ 1" (1.170)
j=0

El hecho de que el esquema sea estable implica que para cualquier j,

10| < KePr! (1.171)
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Tomando la norma en ambos lados de la ecuacién (1.170) y usando (1.171) se llega a

1
[l

IN

n
Ar ) 1O7]I=" ]
=0

n
AtK Y PiA T
j=0

IN

n
< AtKeﬂ(n—H)At 2 H,L.n—jH
Jj=0

< (n41)AtK LHDY C (1) (G(AXP) + O(A19) (1.172)

donde Cy(r) = sup C(s), donde s = (n— j)At, es la constante que estd asociada a la
0<s<t

expresion “big 0 para ||7"/||. Elegimos ¢ tal que (n+ 1)Ar — f cuando Ar — 0 (o cuando
n — o). Asi, como Ax, At — 0, en la expresion (1.172) se tiene

(n+1)ArK &P €, (1) (O(AXP) + 6(A17) — t K eP'Cy (1) (0) = 0 (1.173)

Es ficil ver que la tltima expresion es equivalente a ||[v**! —u"*!|| — 0.
Para ver la convergencia de orden (p, g), observe que la expresion (1.172) puede rees-
cribirse como

lw™ 1]

IN

K(t)(0(AxP) + 0(Ar7))
O(AxP) + O(A19)

Note que el término G" que aparece en las expresiones (1.167) y (1.168) son apro-
ximaciones del término fuente. Asi, cuando sustraemos para formar una ecuacioén para
w, ellos se sustraen. Cualquier error del truncamiento debido a como G” se aproxima el
término de la fuente esti contenido en el término T

Como es costumbre, después de tratar los problemas de valor inicial, volvemos a tratar
los problemas de valor inicial-frontera. Empezamos asumiendo que tenemos las mismas
hipdtesis que teniamos para las definiciones de convergencia, consistencia y estabilidad
para problemas de valor inicial-frontera. Es facil ver entonces que para una versién del
teorema de Lax para un problema de valor inicial-frontera se agrega la subscripcién j a
cada norma ||.|| ;. Por lo tanto, tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 5 Teorema de Lax-Richtmyer
Si un esquema de dos niveles es de orden de precisién (p,q) en la sucesion de
normas ||.||; para un problema de valor inicial-frontera bien puesto lineal y estable
con respecto a la sucesion de normas ||.||;, entonces el esquema es convergente de
orden (p,q) con respecto a la sucesion de normas ||| ;.

Antes de demostrar la version completa del teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer
daremos algunas precisiones:

1. Para problemas lineales tales como los que estamos estudiando, la condicién de
continuidad que satisfacen las soluciones de las ecuacion diferencial para la norma
L,, se puede expresar como

lu(, )| < Gillu(., 0] (1.174)
donde C; es una constante independiente de la solucion.

2. Una ecuacién de primer orden con derivada en el tiempo puede escribirse en la
forma
ur(w,t) = q(w)u(w,t) (1.175)

luego de aplicar la transformada de Fourier. Entonces el problema de valor inicial
para la ecuacion tiene la solucién

1 (w,1) = 1) G (w) (1.176)

Teorema 6
Una condicidn necesaria y suficiente para que la ecuacion (1.176) verifique la apro-
ximacion bésica (1.175) es que exista una constante g tal que

Realg(w) <gq

paratodow € R

Prueba. Ver [16] pag. 171 [
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Suponemos que g = 0 en (7) y que se utiliza la condicion de estabilidad |g(6)| < 1.
Esto es, suponemos que

1 <1y ghé)] <1 (1.177)

Teorema 7 TEL
Un esquema de diferencias finitas consistente con una ecuacion diferencial para
la cual el problema de valor inicial es bien puesto, es convergente si y so6lo si es
estable.

Prueba.
Probaremos que la estabilidad implica la convergencia del esquema.
Se hace una suposicién en (1.177). Asumimos que existe una constante Cr tal que

10| <cry  JghE)!| <Cr (1.178)

para0 <t <Ty0<nk<T.
Asumimos que la condicién inicial para el esquema es Tug. Entonces tenemos

||u0—Sv0H2:/|é>ﬂ ()2 dE (1.179)
3

la cual converge a cero cuando # — 0O (Por la integral de Lebesgue).
Usando la consistencia se obtiene

k18) — g(hE)

= o(1), (1.180)
k
en hy k, es decir & — 0 cuando i,k — 0.
Se consideran en L, la norma de u(.,t,) — SV
u(. 1) — SV (1.181)

Luego por la relaciéon de Parseval se tiene

[t~ s @Pe = 7 1t g(nE) (@) P g

h

[, 1@ a (1.182)

53



Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

El teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer

Se considera que el lado derecho de (1.182) como una integral sobre R, con la particu-
laridad que el integrando estd dado en dos partes discretas. Es decir, el integrando es la
funcidén

(et @ — g2, €<
¢h(é>—{ /& Go(E)? €] >

Ademis para cada & cuando & es suficiente pequefia se tiene |E| < wh™!, el integrando

SERE

estd dado como en la primera parte. La expresion 18 g(h&)" satisface
450 — g(hE)"| < nCr | — g (hE)| (1.183)
Por (1.180) se tiene la aproximacién
/&) — g(hE)"| < nkCr O(1) < 6/(1) (1.184)

Se concluye que el lado derecho de (1.182) converge a cero para cada valor de & cuando
h,k — 0. Asi se tiene que el conjunto de funciones ¢, que estan en L' (R) tienden a cero
para cada punto cuando A,k — 0.
Antes de concluir que las normas de las funciones convergen a cero se necesita lo
siguiente
|95 — g(hE)"* a@0(8)* < (2Cr)* [ (&)1 (1.185)

Esto demuestra que las funciones ¢; son uniformemente acotadas por una funcién en
L'(R), es decir, 4C% |iip(€)|?. Por el teorema de la convergencia dominante de Lebesgue
se concluye que

/:Q%(é)déZ/Zlﬁ(é,tn)—SAv"Fdé (1.186)

converge a cero cuando &,k — 0, asi el esquema es convergente.

Ahora brevemente considerar el caso donde v # Tu. Primero se define la funcién dis-
creta w" que es la solucién del esquema de diferencias finitas con la condicién inicial Tu®.
Se tiene entonces

(. t,) = SV'|| < ||u(.,tn) — SW"|| + || SW" — SV!|| (1.187)
Se tiene ||u(.,t,) —Sw"|| — 0, y por el resultado previo se tiene por la definicion de S'y
por la estabilidad que
[Sw! =SV =[SO =v) [ = [[W' = v"[[
< Crfw’ =V
= Cr||Tu’ =",
< CTHMO_SVOH7
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la cual es convergente a cero. Esto concluye la primera parte de la prueba, mostrando que
un esquema estable es convergente.

Para probar que el esquema es estable, lo haremos suponiendo que el esquema no es
convergente, es decir, no puede existir esquemas que sean inestables que sean convergen-
tes.

En efecto, se construye una funcién ug(x) tal que el esquema con condicion inicial
Tugp no converge a la solucién de la ecuacién diferencial. La funcion ugy(x) es construida
como la suma de las funciones wy(c) determinada como sigue.

Si el esquema es inestable, se tiene para un entero positivo M, existen valores &y,
Iy, tal que

|8 (haaErt, hag, kag)| > 1+ Mk, (1.188)
y |hmém| < 7. Puesto que g(h&, k,h) es una funcion continua, existe un nimero positivo
Ny tal que

1
|8 (maSat, s k)| = 1+ 5 Mk (1.189)

para |& — Ey| < Ny, ademas podemos elegir 1y, tal que satisface Ny < M2 y elegir hy <
hy—1y ky < kayr—1. Se necesita con relacion a la consistencia del esquema el siguiente
lema que lo enunciaremos.

Lema 7.1 Siun esquema de diferencias finitas es consistente, entonces los intervalos
I = [Em — M, € + M| se pueden elegir tal que sean disjuntos.

Se define los niimeros oy > 0 por af,, m=M7y
. _Joom , |§=8Eul<nm
(&)=
0 , enotrolugar

Se define la condici6 inicial como la suma de funciones wy. Sea ug(x) = Y57 wm(x), se
demostrara que ug esta en L>(R). Como los intervalos j; son disjuntos se tiene que

[ mwPar = [ &P ag

= 3 [

55



Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

Andllisis de estabilidad de los esquemas de diferencias finitas

1.8.

lo cual muestra que u esta en L*(R).

Se demostrara ahora que la solucién del esquema aplicado a Tugp no converge. Sea v},
la solucién del esquema como condicién inicial. Dado un tiempo 7', elegimos el nivel #,
y un valor M tal que

SnkMST7 y

(1.190)

Sl

CT—1<Z
M 8

donde Cr es la constante inicial acotada por 18 en (1.178). Se tiene

s
h

1SV — (st 1> > V' = Tu(.,1a) 7 = / |g(hE)" — 2 ik (&) P d&

-

h

Para h = hy y & € Iy, tenemos la estimativa

1
9(hE) = ") > |g(hE)[" ~ Cr > (1+ ;Mky)" ~ Cr (1.191)

1SV —u(. )P > /‘5 o |g(hE)" — 1 E™ 2 iy (&) 2 dE
—oM|>TIMm

1
> [(1+ 5 Mk)" — Cr)? o2 My

1+ %MkM)n _CT]z

:2[ i

Se tiene por (1.190),

1 Cr—1 T2
18V — u(., 1) || > 2(=nkps — -~ >

2
.0
2 w ) 2R

Asi SV no converge au(.,t,), por lo tanto el esquema no es convergente.
Esto completa la prueba del teorema de equivalencia de Lax. ]

Anélisis de estabilidad de los esquemas de diferencias finitas

En esta seccidn presentamos y desarrollamos la importante herramienta del analisis
de Fourier, con el cual analizamos los esquemas de diferencias finitas y sus soluciones. El
andlisis de Fourier es una herramienta usada para estudiar importantes propiedades de los
esquemas de diferencias finitas y sus soluciones. Usamos el andlisis de Fourier desde el
principio para estudiar los esquemas de diferencias finitas y las ecuaciones diferenciales
parciales.

56



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

Andllisis de estabilidad de los esquemas de diferencias finitas

8.1. Analisis de estabilidad para problemas de valor inicial

Cuando resolvemos un problema de valor inicial sobre la R, es comtn usar la trans-
formada de Fourier. Por ejemplo, considerar el problema

U = g, XER, 1>0 (1.192)
u(x,0) = f(x),xeR (1.193)

Si definimos la transformada de Fourier de u por

i) = / x,1)dx, (1.194)

y tomar la transformada de Fourier a la ecuacién diferencial parcial (1.192), obtenemos

Gwi) — m/ e (x, 1) dx

\/E/ o (X, 1) dx

= —w— —iwx u(x,t)dx
\/271'/

= —wli(w,r)

Por lo tanto, vemos que la transformada de Fourier reduce la ecuacioén diferencial
parcial a una ecuacién diferencial ordinaria en el espacio transformado (el espacio de
funciones transformadas). La técnica entonces es resolver la ecuacién diferencial ordina-
ria en el espacio transformado y retornar luego a nuestro espacio soluciéon. El método por
el cual retornamos a nuestro espacio solucién es usar la transformada de Fourier inversa,
la cual es dada por

u(x,t) ’WX’\ t)dw (1.195)

-l

Suponemos que tenemos el vector en Jp, v = (.. .,v,l,vo,vl,...)T y definamos la
transformada de Fourier discreta de v como sigue:

8.1 Definicion.-
La transformada de Fourier discreta de v € / es la funcién v € Ly (|—, 7)) definida por

=)

Z e ISy,

V(&

a\~

para & € [—m, |
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Ly([-m,a]) = {f: [-m7] = R: [T [f(§)[?dE < o}
8.2 Definicion.-
Siv € b, yV es la transformada de Fourier discreta de v, entonces

V= (1.196)

m/ﬂl/i )dé&

Si el espaciamiento entre los puntos malla es 4, podemos cambiar variables y definir
la transformada por

I
{)\(é) = E €_lmhé th

T
56[—2 Z]

La transformada discreta inversa de Fourier estd dada por

lmh§ 5

Vi (X)

m/

8.2. La transformada de Fourier

Si f es una funcidn periddica de periodo T = 2L, es natural preguntarnos qué sucede
si L — oo. Esto conduce a que la serie de Fourier se transforma en la integral de Fourier.
Transformada de Fourier de una funcion: Consideremos la aplicacion integral

_ /Q K(x, 1) f() dr (1.197)

llamada transformacion integral donde K (x,t) es el nticleo.
La Integral de Fourier: Sea f una funcién periddica de periodo T = 2L definida en
[—L, L], entonces (f se asume uniformemente convergente)

oy

s T
flx) « %O + Y (aycos n—x—i—bnsenn
P L L

donde a, y b, son los coeficientes de Fourier. Entonces

flx) = 2L/ () dt—|— </ f(t cosft cos—xdt)

+ / f(t)sen%t.sen—xdt]

= ZL/ t)dt+ — 2/ f(t)cos( —x))dt
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Ahora como

ap N 1 L

7_2L[Lf(t) —2L/ 1)ldi
yL— e

ZL/ t)|dt — 0
Asi que
f(x) = lim 1 i /L (t)cos (ﬂ(t—x)> dt (1.198)
_L~>°°Ln:1 L L .
nmw T
Si hacemos o = T y Ao = T y luego lo reemplazamos en (1.198) para obtener
I IR
flx)= ngoE 2 f(t)cos(a(t —x)) dtdo

Entonces la integral de Fourier de f es

/ / )cos (o (t —x)) dtdo (1.199)
Si hacemos ) )
1X(I—Xx —10(f—x

cosa(t —x) = < J;e (1.200)

reemplazamos (1.200) en (1.199)

o = [0 [ e
_ 2n / / F(0)e D drdo+ / /:, F(0)e ) drde;
o / [ e et Varaa
- 27:/ / e didar

= \/27/ \/2_/ f(t)eiiaxdt eiaxd(x
T J—oo /2T J—co
Si
v / f(t)e ™dr (1.201)
2T J—oo
entonces
f / )iy (1.202)
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Aqui la ecuacion (2.43) es la Transformada de Fourier de f'y (2.44) es la Transformada
Inversa de Fourier de f.
Notacion:

f = 77T (o)
8.2.1 Ejemplo.-
Sea la funcién f definida por
1, |x|<a
S = 0, [x[>a

entonces la Transformada de Fourier esta dada por

T . +a .
Fla)= f(u)e_laudu = / (1)e—zaudu _ 2SCI;06a, o #0
Para oo = O se tiene
oo +a
F(O) = du — du frd 2a

Asi que
2SCl’(;Ota ’ 06750

Flo) =
(@) 2a , oo=0

8.3. Analisis de Fourier

La herramienta que usaremos mas extensamente en nuestro estudio de estabilidad y
problemas bien puestos es el anélisis de Fourier.

Usaremos el anélisis de Fourier sobre los reales R o sobre una malla de enteros, Z, o
hZ, el cual es definido por hZ = {hm : m € Z}.

La transformada inversa de Fourier muestra que u puede ser recuperada de . La trans-
formada inversa de Fourier es una formula que expresa la funcién u(x) como una super-
posicién de ondas, dadas por ¢™~, con diferentes amplitudes #(w). Si por ejemplo, la
variable x representa el tiempo, entonces, la variable real w representa la frecuencia y la
funcién transformada #, esta definida en el espacio de frecuencias. Por otro lado si x re-
presenta una variable espacial, entonces, la variable w representa el niimero de onda, en

este caso la funcién transformada i esta definida en el espacio de nimero de onda.
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En la practica se define la transformada de Fourier para una funcién cuadrado integra-
ble

/ () Pdx < oo (1.203)

En estas condiciones la transformada de Fourier existe y es tnica.

En el siguiente ejemplo vemos la utilidad practica de la transformada de Fourier en
algunas situaciones

8.3.1 Ejemplo.-
Tomar la funcion discreta v; dada por

L, xl<t
=3 12, |yl=1
0 N ’Xj|21

donde 4 = Ax = M~! para algiin entero M.
Tomemos la transformada de Fourier a v;

oo

) = = X ey

=L ienlyyp L iien Ly L Mf oiiEh
var 20 Vo 20 Vam Gy
h cosE + h sen(M—1né
\/_ \/_7r sens h§
_ —cos‘g’—l— h sen(MhE) cos(AhE) —cos(Mh&)sen(5hé&)
V21 V21 senlh’g'
h h
= Ecosé —i—Esené cot( h&)— ﬁcosé
h 1
= Eseni cot(ihé)
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La férmula de Parseval asegura el calculo de la siguiente integral

2 /4
91 = 5, st (&) conlng) a
= Jul?
L S
20 2
:h[%+M—1—(—M+1)+1]:h[%—l—ZM—l]
1
= hl2M — 3]
:2—%h

8.3.2 Ejemplo.-
Seav; = 1, luego la transformada sera
J

1

hnd 1 i 1 > 2 e_ljé _|_elJ5
S e LA S
Jj=—o0

=17

8.3.1 Proposicion.-
La sucesion v" es estable en la norma [, o, si y solo si la sucesién V" es estable en
L2([—7T,TE])

1.9. Estabilidad para problemas de valor inicial-frontera

Ahora discutiremos la estabilidad para problemas de valor inicial-frontera, estos pro-
blemas son acotados en cada variable espacial.

9.0.1 Proposicion.-

Sea un esquema de diferencias para el problema de valor inicial-frontera. La concidién de
von Neumann para el esquema de diferencias considerado como un esquema de diferen-
cias para un problema de valor inicial es una condicién necesaria para la estabilidad.

Para ilustrar la aplicacién del resultado anterior damos el siguiente ejemplo

9.0.1 Ejemplo.-
Considere el problema de valor inicial-frontera

wtau, = 0,a<0,xe(0,1),£>0 (1.204)
u(l,r) = 0,1>0 (1.205)
u(x,0) = f(x),x€l0,1] (1.206)
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Encontrar una condicién necesaria para la estabilidad ( y, por lo tanto, convergencia ) del
esquema de diferencias

it = (14 CVi-CV,, =0, M —1 (1.207)
i = 0 (1.208)
V? = f(jAx), j=0,....M. (1.209)

Solucién: Observe que por la proposicion (9.0.1), si consideramos la ecuacion de
diferencias (1.207) como un esquema de diferencias para un problema de valor inicial,
la estabilidad de este esquema serd necesario para la estabilidad del esquema (1.207)-
(1.209).

Sabemos que el esquema de diferencias (1.207) es estable como un problema de valor
inicial si y solo si C = aAt/Ax > —1. Por lo tanto —1 < C, < 0, una condicién necesaria
para la estabilidad del esquema de diferencias (1.207)-(1.208).

9.0.2 Proposicion.-
Sea un esquema de diferencias finitas explicito

Vit = ov" (1.210)

para un problema de valor inicial-frontera. Decimos que el esquema es estable si y sélo si
existen constantes positivas Axg y Afy y constantes no negativas K y 8 tal que

||Qn+1|| S KeB(n+1)Al’ (1.211)

para 0 < Ax < Axpy 0 < Ax < Axg

9.1. Series de Fourier y estabilidad

Recordemos que un esquema de diferencias finitas de un solo paso puede escribirse
en la forma
+1 _
Vit =ov,
donde O = Q(S+,S-) y S+, S_ son los operadores de desplazamiento hacia adelante y

3 A M n__ \,n n__ \,n
hacia atris respectivamente, S v/ = Vi S_v P =Vio
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Tomando la transformada de Fourier a §;v; tenemos

— o 71. .h
Syv; = z vitie Jhs
j:—oo
LY i

j:—oo
_ elhé 2 vjefl]hé
j:—oo
= hey

donde v, =v; ¢S De 1a misma forma obtenemos
S/,; = e ey,
De aqui si v**! = Q(S,,S_) v podemos tomar la transformada de Fourier
= Q(eihi,e_ihi)f/n.
Si denotamos por 6 = h& entonces tenemos el término

8(8,k,h) = Q(e?,e7) (1.212)

Ilamado factor de amplificacion.
Antes de seguir con el analisis de estabilidad, utilizaremos el operador .# : [, —
L([—m,m]) como la transformada de Fourier discreta

1 (o)
F(V)=—= elity
W=7z, 2 "
Si definimos los operadores
Siv = {ujn1}
S.v = {uj1}

Asi podemos decir que
F(Syv) = ™5 7 (v)

Muchas veces, en lugar de aproximar un problema de valor inicial-frontera tomando
la transformada de Fourier discreta, la aproximacion al problema se puede hacer tomando
la expresiéon

jjkmAx
Vi =g"et " (1.213)
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dondeO§kSM,nzo,...yizz—l.
Dado un esquema diferencias finitas para la ecuacion de difusién es posible llegar a
determinar el factor de amlificacién

A
g:1—4rsen2”2 j=1,...M (1.214)

Entonces, obtenemos una condicién necesaria para la estabilidad restringiendo r tal que
se cumpla |g| < 1. ( El término g" no crecera sin limites)

9.1.1 Nota.-

Debemos darnos cuenta que lo que se encontrd para g es exactamente lo mismo que se
obtiene para los autovalores de una matriz Q. Por lo tanto, para obtener una condicién de
estabilidad requiere que |g| < 1 que la misma condicién que los autovalores de la matriz
0 deben ser menores o iguales a uno.

Un hecho importante que hay que tener en cuenta en el andlisis de von Neumann es
que no toma en cuenta las condiciones de frontera. Esto significa que el esquema sera
estable si las condiciones de frontera no causan inestabilidad. Pero debemos ser muy
claros acerca del hecho de que el criterio de estabilidad de von Neumann nos da solo
condiciones necesarias para la estabilidad.

El método anterior es claramente correcto pero se usa a menudo incorrectamente.
Ademads, el método dard resultados fuertes que son condiciones necesarias.

El factor de amplificacion se dice que satisface la condicién de estabilidad de von de
Neumann si existe una constante C > 0 tal que

1g(6,k,h)| <14 Ck (1.215)

donde k = At paso del tiempo.
La condicién (1.215) puede ser escrita en el siguiente teorema.

Teorema 8
Un esquema de diferencias finitas de un paso es estable en la norma 5 o, siy solo
si satisface la condicidon de von Neumann.

Prueba.
Primero demostramos la condicion suficiente. En efecto, si la condicién de von Neu-
mann es satisfecha entonces el esquema de diferencias finitas es estable.
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Sea T > 0 suficientemente grande, y supongamos que existe C > 0 tal que para todo
0 se tiene
|g(0,k,h)| < 1+Ck,0<k<ky, 0<h<hy.

por la definicién de factor de amplificacion se tiene

Luego usando la identidad de Parseval

WiE = 193 = [ @rae= [ e
~h "

IN

(1+Ck)2"/;|9°(C)IZdC = (1+CR> 1¥°)7

~h

= (1+Co™ M
Como nk < T, entonces n < T /k, y del hecho que 1 +x < ¢€*, x> 0, tenemos
(1+Ch)> < (1+Ck)2E < T
Entonces usando los extremos de la desigualdad anterior obtenemos
17 < (1+CR 017 < 2TV

podemos decir que existe Cr = ¢*T > 0, asi como para las constantes /g > 0, kg > 0
elegidas en la condicién de von Neumann y se cumple

2 012
V' [l7 < Crl[v7[I7,

paratodo0 < h<hg, 0<k<ky, nk<T

Para condicién necesaria utilizamos la contraposicion, es decir si la condicién de von
Neumann no es satisfecha entonces el esquema de diferencias finitas no es estable

En efecto: Supongamos que para cada C > 0, existe 6, € [—m, 7] tal que

|g(6c, k,h)| > 1+ Ck, , 0<k<ky, 0<h<hy
Por la continuidad de g(0) existe un intervalo [0y, 8] que contiene a 6, y ademas

|g(0)| > 1+ Ck, paratodo 0 € [0}, 6,]

0

Si fijamos una funcién 7" en el espacio de longitud o frecuencias que sea nula en el

exterior del intervalo [0y, 6,], por ejemplo

pe-{ o oFleel [0 0¢lRg]
UVt ecel T ety ogli g
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Observamos que ||#° = 1.
Entonces utilizando nuevamente la identidad de Parseval tenemos

) [
vilE = HV”H%=/_ [9(8) g

=2

= [ 1sP1(©)Pag

S R GIR:

h

E)PdE = (1+Ch™

=2 =9

> (1+Ck)2"/

Si elegimos C para el cual existe T > 0y k con kn ~ T tal que se cumpla
242CT > &7 ~ (1 +kC)*E
Podemos concluir que

V2 > (14+Ck)> = (14Ck)*F

1 r 1

> 2( + Ck) 5¢
1

ST

2
T existe T > 0 tal que 1 +CT > Cr y se cumple

Por tanto, para cada Cr = %ezc

2 012
V'l = Crllv71l7

que es la no estabilidad del esquema. ]
9.1.2 Nota.-
Sig(0,k,h) = g(6) entonces la condicién de von Neumann puede escribirse en la forma
g(8)] < 1. (1.216)
9.1.1 Proposicion.-
El esquema de diferencias finitas
Vn+1 — Qvn

es estable con respecto a la norma /5 o, si 'y s6lo si existen constantes positivas Afy y Axg
y constantes no negativas f3 y K tal que

‘g(6)|n+l < KeB(n+1)At
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para 0 < At < Az, 0 < Ax < Axp y todo 0 € [—m, ], donde g es el factor de amplificacion
del esquema (9.1.1).

Prueba. Thomas, J., pag. 108. [

9.1.2 Proposicion.-
El esquema de diferencias
v = ov" (1.217)

es estable con respecto a la norma /> A, siy solo si existen constantes positivas Afy, Axo, y
Ctal que y todo 6 € [—m, 7|
1g(6)| < 1+CAr (1.218)

para 0 < Ar < Az, 0 < Ax < Axp

Prueba Note que cuando g satisface la desigualdad (1.218) se dice que g satisface la
condicion de von Neumann.
Es facil ver que
1g(8)] < 1+CAr < (1.219)

entonces
|g(8)["! < elrlCAr (1.220)

Por lo tanto, el esquema es estable por la proposicion (9.1.2).
Para probar la convergencia, asumimos que la condicién no se cumple, es decir, supo-
nemos que para todo C > 0, existen constantes 6¢ € [—1, 7], tal que

lg(6c)| > 1+ CAt.

Usando una sucesion {C;} tal que C; — e cuando j — o, encontramos una sucesion {6, }
tal que
18(6)"! = o0, j—> o0

Por lo tanto, |g(6)|"*! no puede ser acotado. Esto contradice la proposicion (9.1.2).
[

Por lo tanto, se ha demostrado que si el esquema de diferencias no satisface la condi-
cién de von Neumann, entonces este no puede ser estable. Asi, si el esquema es estable,
entonces este debe satisfacer la condiciéon de von Neumann, lo cual se ha probado en la
Proposicion anterior.

Este teorema muestra que para determinar la estabilidad de una ecuacién diferencial
solamente necesitamos considerar el factor de amplificacién g(0,k, k).

68



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

Estabilidad para problemas de valor inicial-fronfera

9.1.1 Ejemplo.-
Probaremos que una condicién suficiente para la estabilidad del esquema forward-time
forward-space con la ecuacion u; +au, =0esque 0 < C, < 1,a < 0.

En efecto, el esquema forward-time forward-space es posible escribirlo en la forma

v;?+1 = oV} + Vi (1.221)

Demostraremos que este esquema es estable para |o| + |B] < 1.

oo 2 oo
TP = 3 (el
J:—oo J:—oo

oo

2 2 2 2
< 2 Ll WlE+20al BIIVal Vil + BV
J=—o

S 2 2 2 2 2 2
< 20 PP+ ol [BIVial™ + V1) + BV
J=—o

usando el hecho que

S 2 2 < 2
Y (VP =2 X ]l

tenemos

Z o [vi[2 + [l IBI (v >+ [V]1?) + |BI v

2 2 2 2 2
= Z e 1= - 2[ed[BIV;IT + B[Vl

jzfoo
= 3 (o> +2lal|B + BPIVP
j:—oo
2
— (| +1B)? 3 W
j_foo

sacando extremos tenemos

S VIR < (al+ (B S WP (1.222)

j:_°° Jf—oo

69



Luis Lara - Zenner Chavez - José Castafeda

Estabilidad para problemas de valor inicial-fronfera

Por induccién sobre la ecuacién (1.222)

< 112 2
> IV (loe| +1B])? Z Vil
j:—oo ]7—00
< (|| +1B))? Z Lk
]_700
2 < 012
<(la[+[B)™ Y, W]
j:—oo
Entonces . N
2 2 012
3 W< (al+1B)* Y b
J=—o J=—o0
- 12 2 2 - 02
h Y WP <(al+ D)"Y, Y, V]l
Jj=—o0 Jj=0j=—o0
Si hacemos
Cr = (|| +|B])>"
1o < e 3 W)P)
J=—0°
IV < Crl VOl

Asi que el esquema es estable si |Cr| < 1, esto es, |¢t| 4 |B| < 1. En el caso particular del
esquema de forward-time forward-space, tenemos que o = 1+ C, y B = —C,, asi que

o +Bl=1+Cl+[-C <1

Entonces

14+C+]C <1

Por lo tanto, paraa < 0setiene 0 < C, <16 -1 <, <0. [
Mostraremos que la condicién C, < 1 es necesaria para la estabilidad de muchos de
los esquemas explicitos para la ecuacién de conveccion (?7?).

9.1.2 Ejemplo.-
Aqui incluimos una alternativa mucho maés facil de analizar la estabilidad del esquema de
diferencias finitas

1
v’}H =Vj- Ecr("jJrl = Vj-1) Fr(vjp1 =2vi Vi) (1.223)
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El factor de amplificacién del esquema esti dado por
g(0)=(1—-2r)+2rcos6 —iC,senb (1.224)
tal que
0
1g(6)> = (1—4rsen2§)2+Cfsen29 (1.225)

Si tomamos una constante ry tal que ry < 1/2, entonces (1.225) se puede escribir
0
1g(0)> = (1- 4rosen2§)2 +C%sen’6

0
= (1- 4r0sen25)2 + angtseHZG

Puesto que rp < 1/2, 1 —4rosen2g <ly sen?6 < 1, entonces la ecuacion (1.226) implica

que

p(0)* < 1+CAr, c:azg (1.226)

Por lo tanto, el esquema es estable. ]

Ahora presentamos un resultado que abarca todos los esquemas de un paso.

Teorema 9
Para un esquema explicito para la ecuaciéon de conveccién tenemos el esquema de
diferencias
nt1 _ n n n
Vit =i +BVi+ iy

conC,=a % constante, una condicion necesaria para la estabilidad es la condicion
de (CFL) Courant-Friedrichs-Lewy, |C,| < 1.

Prueba. Hacemos la prueba para el caso escalar. Suponemos que |C, | = |aA| > 1;
entonces en el punto (x,7) = (0,1) vemos que la solucion de la ecuacién diferencial
u(x,t) = up(x — at) depende de los valores de up(x) en x = +a y x = —a (en realidad
solamente de uno de ellos a 6 —a). Pero el esquema de diferencias finitas tendra vjj de-
pendiendo dnicamente de v?- para j < n, por la forma del esquema con h = A"k, te-
nemos jh < A~'kn = A~!, pues kn = 1. Es decir que v depende de x solamente para
x| <A1 <al.

Por tanto, v{; no converge a «(0, 1) cuando 2 — 0 con i/k = 1; por tanto |C,| < 1. [
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De manera similar se puede probar que no existe esquemas consistentes explicitos para
ecuaciones hiperbdlicas que sean estables para todos los valores de r (con A constante
cuando A,k — 0).

En este sentido presentamos el siguiente teorema; probado primeramente por Courant,
Friedrichs y Lewy.

Teorema 10
No existe esquemas de diferencias finitas consistentes, incondicionalmente estables
explicitos para sistemas hiperbdlicos de ecuaciones diferenciales parciales.

9.1.3 Ejemplo.-
Mostraremos que el esquema implicito

J ] 4 gt =1 _p (1.227)

es estable para @ > 0 y k/h arbitrario.
Prueba. En efecto, el esquema (1.227) es posible escribirlo en la forma
(1+C)V =vi+Coit (1.228)
Elevando al cuadrado
(1 +Cr)|v7+1|2 _ |v’?+Cr n+1 |2
< |vn‘2+2C |Vn||vn+1‘ +C2|vn+1|2
< ‘vn‘Z +G( n|2 4 |vn+1| ) +C2‘Vn+1 2
= (1+C)Vi PP+ (G + Vi P
tomando la suma sobre todos los valores de j, obtenemos:

(1+C)? 2 VPR < (1+G) 2 VI +

j_—oo ]_—oo

€+ T WP
J=—o

=(1+C) 2 VIP+C(1+C) 2 VI

== j=—o

=((1+C)+ar(1+C))) 2 ]v"|2

]_—oo

=(142C+CH Y ViI?

Jj=—o0
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Entonces

oo oo

(1+C)* Y WP <(+C6)* Y Wi

J=—o° J=—0o°

de donde se obtiene

oo

AN W

j——o00 Jj=—o0

- —12
<3
J=—0°

Entonces

)

z ’v;H—l’ZS 2 ’V(}‘Z

J=—o0 J=—00

0
IV < X IVl
j=0

o lo que es lo mismo
oo J oo
Y WE<cmy ¥ P
m=—oo Jj=0m=—oo

para J = 0. Por lo tanto, el esquema es estable para todo valor de //k cuando a > 0. ]

Siempre es posible elegir el nimero de Courant C, arbitrariamente grande para que el
esquema (1.227) sea estable como se demuestra teéricamente, pero es recomendable no
tomar valores grandes para C,. Mas adelante mostraremos que existen ventajas de elegir
C, pequeiio sobre todo por los errores de maquina.

1. Las soluciones de los esquemas de diferencias finitas muestran que la inestabilidad
esta relacionado con oscilaciones de alta frecuencia.

2. La precision serd menos buena cuando hay discontinuidades en las condiciones ini-
ciales o en sus derivadas. Puede demostrarse analiticamente que cuando los valores
en la frontera son constantes, el efecto de las discontinuidades en los valores inicia-
les y sus derivadas iniciales en la solucién de una ecuacién parabdlica disminuye
cuando ¢ se incrementa.
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3. Inestabilidad es el crecimiento rapido de altas frecuencia en la solucién del esquema
de diferencias finitas.

4. La inestabilidad es esencialmente un fendmeno de carécter local, esto es, las osci-
laciones ocurren en los puntos donde la derivada de la solucién es discontinua. Es
claro que las oscilaciones causadas por la inestabilidad se propaga a otras regiones,
que pueden hacer que la perturbacién finalmente parezca global en la extension.

5. El término de error es definido por

Valor Analitico — Valor Computacional

Error = ( )100

Valor Analitico
Para estudiar el efecto del tamaiio de paso sobre la precision de la solucidn, podemos
tomar un esquema implicito generando diferentes soluciones para diferentes tamafios de
paso. Naturalmente, cuando el valor del paso del tiempo se incrementa, el total de puntos
malla en el dominio computacional decrece y, como resultado, el tiempo computacional
disminuye. Sin embargo, estas ventajas son acompaiadas por un aumento de error.
Considerar que para todo el analisis de estabilidad se impone limitaciones sobre al-
gunos esquemas de diferencias. En segundo lugar, la precision de la solucién y el tiempo
computacional requerido para generar la solucién juega un importante rol en la eleccién
del tamafio de paso adecuado. Una vez que se ha obtenido la solucién, esta deberd ser
comparada con otras soluciones, analiticas o numéricas, y para datos experimentales si es
posible. Cuando se gana experiencia en estos métodos y en su comportamiento, ficilmen-
te se puede elegir el tamafo correcto de paso y la técnica numérica apropiada.
Seleccionar una técnica numérica depende del problema planteado y la naturaleza de
las ecuaciones gobernantes del problema y ademés las condiciones iniciales y de fronte-
ra que son impuestas. Cada uno de los métodos descritos tienen sus propias ventajas y
desventajas. Asi cuando un problema es planteado, las ventajas y desventajas del método
numérico disponible debe ser cuidadosamente pensado antes de seleccionar un algoritmo
en particular.
Si hacemos un resumen sobre aplicaciones y limitaciones del método de estabilidad
de von Neumann

1. El andlisis de estabilidad de von Neumann puede ser aplicado solo a ecuaciones
lineales.

2. La influencia de la condicion de frontera sobre la estabilidad de la solucién no es
incluida.
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3. Para una ecuacién diferencial escalar la cual es aproximada por un esquema de
diferencias finitas, el requerimiento matemaético es impuesto sobre el factor de am-
plificacion como sigue:

a) Si g es real, entonces |g| < 1
b) si g es compleja, entonces ||g||> < 1, donde ||g||* = g2
4. Para una ecuacién diferencial escalar la cual es aproximada por un esquema de

diferencias de tres niveles, el factor de amplificacién es una matriz. En este caso
el requerimiento es impuesto sobre los autovalores de la matriz de amplificacién G
como sigue:

a) Si A es un autovalor real, entonces |A| < 1

b) Si A es un autovalor complejo, entonces [A|> < 1

5. El método de diferencias finitas puede ser facilmente extendido a problemas bidi-
mensionales.

6. El procedimiento puede ser usado para analizar la estabilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales. El requerimiento es impuesto sobre los autovalores mas
grandes de la matriz de amplificacidn.

7. Los valores de estabilidad para problemas unidimensionales no estacionarios pue-
den, ser establecidos como sigue:

a) Para formulaciones explicitas: nimero de Courant C, < 1, nimero de difusién
r < 0.5 y nimero de celda de Reynolds Re, < %
.

b) Para una formulacién implicita, muchos esquemas son incondicionalmente

estables.

8. En ocasiones el factor de amplificacién es una expresion dificil de analizar, por ello
se recurre a la experimentacion numérica para facilitar el andlisis.

9.2. Analisis de error en el método de diferencias finitas

En el método de diferencias finitas tenemos esquemas de primer orden de precision.
Un ejemplo de un esquema de primer orden de precision para la ecuacién modelo
du  du

E+a£—0
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si utilizamos diferencias progresivas en el tiempo y diferencias regresivas en el espacio

obtenemos

ntl _ n_

J J J
+a

At Ax

Note que, en el proceso de aproximacion, la serie de Taylor fue truncada en la segunda

— n
u u ui—uj_ o

derivada, es decir,

u T Aot (A 9w
ot At 2! 92 31 93
| = O(At)

Para una formulacién de segundo orden de precision, el término del error de truncamiento
estd en la tercera derivada; por ejemplo,

du u;?“ —u?-*l B 2(At)? & N
or 2At 31 93 T
| — ﬁ(At)2

El error asociado con un esquema de primer orden de precisién es conocido como
error de disipacion. Estos errores tienden a decrecer el gradiente dentro del dominio solu-
cion. Los errores asociados con un esquema de precision de segundo orden son conocidos
como errores de dispersion. Los errores de disipacion producen una disminucioén de la
amplitud de la onda, mientras que el error de dispersién indica una oscilacion en la solu-
cion.

Para determinar el término de error dominante de una ecuacion de diferencias, el desa-
rrollo de la serie de Taylor fue reemplazada por una ecucacién en diferencias y, después
de alguna manipulacién algebraica, la asi llamada ecuacién modificada es obtenida. Para
ilustrar el procedimiento consideremos dos ejemplos. Los ejemplos seleccionados repre-
sentan un orden de precisién de primer y segundo. Estos ejemplos mostraran el término
de error dominante de estos esquemas y su relacién con los errores de disipaciéon y dis-
persion.

9.2.1 Ejemplo.-
Un esquema de diferencias de primer orden para la ecuacién modelo

us+au, =0

es dado por el esquema Upwind

+1 _ . n n__.n
v’}- Vi Vi—V

At Ax
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la cual es arreglada en forma de algoritmo

1
v;?+ =V =G (V] - v;?,l)

Los términos v;?“ y szl son expandidos en su serie de Taylor como sigue

il _ v (A2 9% (Ar)d 93y

n hild vy “sr 4
Vi vj+(At) 5 + TR + 390 + O0(Ar) (1.229)
o v (Ax)? 9%y (Ax)? 93y 4
v’}_l =V (Ax) 5 + N 92 TR + O(Ax) (1.230)
Sustituyendo (1.229) y (1.230) en (1.229) obtenemos
o (MPv, (a9
ot~ “ox 297 "2 ax
@2y (Aot S
T R ax3+[ﬁ(m) + O (Ax)’] (1.231)

Analizamos la ecuacién (1.231) y comparamos esta con la ecuacion diferencial parcial

original, las derivadas de orden superior en el tiempo deben ser reemplazadas por las
2

derivadas espaciales. Esta sustitucion requiere la determinacién de 52 con un orden de
3

0
error [ﬁ(At)z, ﬁ(Ax)z] y 8—t; con un orden de error [0'(At),0(Ax)] tal que el error de
precision de (1.231) no es alterado, es decir, el resto es de tercer orden.

2
Para determinar a—t:, tomar la derivada de (1.231) con respecto a x para obtener
v %v At Ax 93y
= — 4= ——=—=5ta—=——=
oxot ox* 2 dxor? 2 0x3

(Ar)> 9% (Ax)* 9%y
6 oxd? 6 o

Similarmente, la derivada con respecto a t de la ecuacion (1.231) es

+(0(At)?, 0(Ax)?) (1.232)

P Pv MO A Oy m
o Jotdx 2 J3 2 dtdx? 6 It
Ax 9%y
— a————=+(0(Ar)*, 0(Ax)? 1.233
@555+ (0(A1), 0(Ax)) (1.233)
multiplicando la ecuacién (1.232) por —a y sumando (1.233) obtenemos
v J% 28_21/ At J3y L, At 3y

ot o2 T T oxr T2 o0
At 9%y 2At84v 0%v  Arddy Ax 93y

T e aar T o Yoo 298 97 an
A2 oty Ax
_ 6> S a4t o)
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Simplificando

a2~ Yoet 2
2 | dtdx? ox3

*v L, AM[ Py P
ox02 o

} +(0(At)?, 0(Ax)?) (1.234)

v v a3y

Esta ecuacion requiere que determinemos —, ———= V ——
auiere d o83 dtax2 Y 9r2ox

, las cuales son de primer
orden de precision.

Para derivar estas ecuaciones tomamos la derivada de (1.231) con respecto al tiempo

0% [dv v Aty Ax 9%y
w(m): T Y9fax 297 T2 okar
(A2 3%y (Ax)E F%v
6 o 6 0r2os

+[oAr), 0(Ax)°]  (1.235)

y la derivada con respecto a x de (1.234) es

Pv 28_3v+g oty B oty
ooz Yo T2 |90 axor

Ax |: 84\/ 2&

2 2
+ 5 |ag,50 4 aﬁ] +(0(A1)%,0(Ax)?) (1.236)

multiplicando (1.236) por —a y sumando a la ecuacién (1.235),obtenemos

3y ;0% At o*v , oty 9ty
FT AP Y [“aﬂaxz T W]
At v A 50t
2 <a8t28x2 PP IERP T

) +(0(A1)?, 0 (Ax)?)

Puesto que estamos interesados en la relacion de precision de primer orden, podemos

escribir 2, 3 5
B Y3 +[O(Ar), O (Ax)] (1.237)
Similarmente, por manipulaciones algebraicas podemos llegar a determinar que
% = —azg +(O(Ar), O(Ax)) (1.238)
’ d3v 593
520y 2 W—{—(ﬁ(At),ﬁ(Ax)) (1.239)
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Sustituyendo (1.237) y (1.239) en (1.234) obtenemos

%y u At PR
w = azﬁ +a? <a2$+[ﬁ(AI),ﬁ(Ax)])
At 383\/
- 5 (a5 rlown.ow)
Ax 3
zA.xa?’V 2 2
Por lo tanto,
azv 282V 3 2 83\/ 2 2
ﬁ =da W‘i‘(a At—a M)ﬁﬁ*ﬁ[(AI) ,At, Ax, (AX) ] (1.240)
’ 23 93
oV _ _pov
FrEh a pPe + O|At, Ax] (1.241)
Sustituyendo (1.240) y (1.241) en (1.231) se tiene
dv v a* v 3 ) AtV Ax Py
Fr Mt e e G el e e e p e

23, 293y
& <A6’> §xs a@ %W[(A,)s,(M)(A,)z,wy(m),(mf]

Reescribiendo esta ecuacién en términos del nimero de Courant C,

av dv a v ., d3v
+ O [(Ar), (Ax)(Ar)?, (Ax)*(Ar), (Ax)?] (1.242)

Esta ecuacion es conocida como la ecuaciéon modificada cuando la comparamos con la
ecuacion diferencial original dada por

du  du

o~ “ox
El error introducido en el proceso de aproximacién es claramente indicado. Note que el
término de error es de primer orden, el cual incluye la segunda derivada.

9.2.2 Ejemplo.-
Un esquema de diferencias de segundo orden para la ecuacién modelo

u; +au, =0
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es dado por el esquema Leapfrog

yrtl el Vi =Vt
+1 -1
J Iy g =1 _

2At 2Ax

Esta ecuacion puede ser puesta en forma de algoritmo

VI G (v V) (1.243)

Sustituyendo en (1.243) los desarrollos de Taylor en el nodo (x;,,) obtenemos

J v (Ar)? 9’ Ax)2 93y
8_: a)vc (6) a_ﬁv_"( 6) ﬁJrﬁ[( 1)*, (Ax)*] (1.244)

Haciendo manipulaciones algebraicas se llega a

PE v
a_; — *8 3+ O(Ar, Ax) (1.245)

Sustituyendo en (1.244) y factorizando términos obtenemos

v v 2 3
% 3)( (A? [“2(2—;)2—1]%+ﬁ[(m) (Ax)3(Ar), (Ax)Y]  (1.246)

Esta es la ecuacion modificada de la ecuaciéon modelo

du__ du
o “ox

Claramente se indica el término del error dominante. Note que su término de error incluye

(1.247)

derivadas de tercer orden.
[ |

9.3. Viscosidad artificial

El término de error en el esquema (1.242) de primer orden de precisién es claramente
indicado con el segundo término del lado derecho, empezando el término dominante del
error. El coeficiente que lo denotamos por o

h
o =a5(1-Cp) (1.248)

es conocido como viscosidad artificial o numérica. Este coeficiente no fisico introducido
por una aproximacion particular a una ecuacidn diferencial.
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Note que para C = 1, o, = 0, la solucidn es exacta. El efecto de la viscosidad artificial
es disipar la solucién; como un resultado, el gradiente en el dominio de evolucién son
reducidos.

Otro procedimiento para determinar el término de error dominante puede ser el si-
guiente. Considerar la ecuacion (1.231) que reescrita se puede escribir como

du du Atd*u  Axd’u )
o= o zan T ga O (M) (1249

Para eliminar la derivada en el tiempo del lado derecho de la ecuacién (1.249), la ecuacién
original serd usada, es decir,

du Ju

— = —a— (1.250)
ot ox
Tomando la derivada en el tiempo, obtenemos
Pu 0
o Y
_ i
- %9\ ar
_ i L
- X
3x2
Por lo tanto 2 2
u ) u
—=a = 1.251
a2~ 49 (1.251)

Sustituyendo (1.251) en (1.250)
2 2
du 814 27Ut Axd*u o102 A

— =—a—— — 1.252
PV M S R (1.252)
Por lo tanto,
du du Ax  ,At d%u )
— = —a— —— O|At? ,Ax
ot a8x+(a2 “ 2)8x2+ [ )
du Ax At 9%u
= —a— Tl —a=) 2= + O[A2, AP
a8x+a2 ( an)8x2+ [Ar7, Ax’]
0, en términos del nimero de Courant
Jdu du Ax d%u
ST OA%, A 1.2
T aax—l—az( Cr)82+ [Ar7, Ax7] (1.253)

donde el segundo término del lado derecho representa el término de error y el coeficiente

a%(l ~C) (1.254)

representa la viscosidad artificial.
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CAPITULO 2

METODO DE DIFERENCIAS PARA
ECUACIONES HIPERBOLICAS

Las ecuaciones en derivadas parciales de primer orden se utilizan para describir una
gran variedad de fenémenos fisicos, por ejemplo

» La ecuacion
pux+p; =0 2.1

describe la conservacidn de masa en una dimensién de un gas que fluye a través de
un tubo con velocidad u y densidad p

= FEl sistema de ecuaciones parciales de primer orden

di v

$+C§ = —Gv
Jdv _dv _
Ly T R

representa el voltaje y la corriente en una linea de transmision, donde R es la resis-
tencia, L la inductancia, G la capacidad y C la conductividad de fuga.

Un sistema general de n ecuaciones de primer en derivadas parciales con n incdgnitas

tiene la forma
n

zaij—_'_ bij—:Cl' 1= 1,...,” (22)
S ox ,:21 9y
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2.1.

El sistema (2.2) es cuasilineal si a;;, b;j y ¢; pueden depender de las variables x, y, uj,
u,..., uy y es lineal si cada a;j, b;; son independientes de uy,uy,...,u, y ademés cada c;
depende de manera lineal de uy,u, ..., u,. Por ejemplo, la ecuacién (2.1) es cuasilineal y
la ecuacion (2.2) es lineal.

En términos de matrices, el sistema (2.2) se puede expresar como

Aty + Buy = C 2.3)

donde A y B son matrices de orden n X n, u = (uy,...,u,) y C son vectores columna de
orden n x 1.

Para clasificar el sistema de ecuaciones (2.3) en ecuaciones diferenciales de parciales
de primer orden, las matrices A o B tienen que ser no singulares. Si det(B) # 0 podemos
definir el polinomio caracteristico de grado n en términos de A por

Py(A) = det(A—AB) 2.4
Luego se puede decir que (2.3) es
1. Eliptico si P,(4) no tiene raices reales.

2. Hiperbélico si P,(A) tiene raices reales y distintas, o si P,(A) tiene n raices en
donde por lo menos una se encuentra repetida y el problema generalizado de valor
propio (A’ —AB')V =0 proporciona n vectores propios linealmente independientes.

3. Parabdlico si P,(1) tiene n raices reales en donde por lo menos una se encuentra
repetida y el problema generalizado anterior de valor propio proporciona menos de
n vectores propios linealmente independientes.

En el caso en que P,(A) tiene tanto raices reales como complejas, no se puede llevar a
cabo una clasificacion exhaustiva del sistema (2.3).

0.0.1 Ejemplo.-
Los sistemas (2.1) y (2.2) son hiperbdlicos.

Método de las caracteristicas

En esta parte nos referimos a las curvas caracteristicas de la ecuacién de convection,
las cuales son importantes para la comprensién de la solucidn analitica y la solucién
numérica que generan.
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Supongamos que deseamos determinar la solucion analitica del problema de valor
inicial

M(X, O) = uo(_x)’ xeR (25)

a lo largo de una curva arbitraria, en la cual se encuentran los puntos Py Q a una distancia

(PVI) { a(x,t)u;+b(x,t)ux+c(x,n)u=0, x€R, >0

infinitesimal. El cambio de u# desde P hasta Q se denota por du y se puede escribir en su
forma diferencial
du = u;dt + udx (2.6)

Introducimos nuevas coordenadas s y 7 con la propiedad de que s varia a lo largo de las
curvas caracteristicas y 7 varia a lo largo de la curva inicial, y denotamos u(7,s) = u(t, x).
Luego la variacidn a lo largo de la curva caracteristica respecto al nuevo parametro s es:

du_, di  dr
ds e ds H ds
Entonces comparando (2.5) con (2.6) se tiene

ﬂ _‘_@ =)
dsut a’sux_ “

donde se puede hacer una identificacion de coeficientes con el PVI siguiendo los pasos

2.7

siguientes:

Paso 1: Solucionar las dos ecuaciones diferenciales ordinarias

dt
— = t), t(0)=0
dS a('x7 )7 ( )
dx
ds
Las soluciones de (2.8) dadas por (¢,x) = (#(s),x(s) ) son llamadas curvas caracteristicas
del PVIL.

Paso 2. Hallar la solucion, u(s, 7), de la ecuacion diferencial ordinaria

:b(xat)a X(O) = X0 (2.8)

Dt o(x(s,7),t(s,7))u=0, seR, t>0
dr ’ ’ ’ ’ ’
(PVI) { u(0) =up(t), T€R 29

Paso 3. Utilizar el cambio de coordenadas x = x(s,7),t = #(s, T) para regresar a las
variables originales (x,) y dar la solucion u(x,t) del PVL

1.0.1 Ejemplo.-
Resolver el problema de valor inicial, a > 0

P) wtauy+2u=0, xeR, t>0
u(x,0) =sen(x), xeR
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Encontramos la curvas caracteristicas:

dt

D~ 1, (0=
dx

% = a, X(O)—X()

resolviendo tenemos
t(s)=s, x(s)=as+xy, s>0

Por tanto las curvas caracteristicas parametrizadas son:

X = as+x

t = s, s>0
pudiéndose escribir en la forma
x—at=xy, xp€R

lo cual significa que las curvas caracteristicas son rectas en el plano XT.
Ahora resolvemos la ecuacion diferencial ordinaria

ot =0 5>0

u(0) = sen(xp)

la cual tiene por solucion general u(s) = Ce™%. Verificamos que se cumplan las condicio-
nes iniciales se tiene que

2

u(s,7) =e “*sen(xp)

Regresando a las variables originales tenemos la solucién del PVI

2

u(x,t) = e “sen(x—at)

1.0.2 Ejemplo.-
Resolver el problema de valor inicial

u+au,=0, xeR, t>0

(PVI) u(x,0) =up(x), xeR

Resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias
dr |

% — 4

dx

Y

t(0)=0

a, x(0)=uxp

86



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

Método de las caracteristicas

tenemos
t(s)=s, x(s)=as+xp, s$>0

Por tanto las curvas caracteristicas son:

X = as+xg

t = s, s>0
pudiéndose escribir en la forma
x—at=xy, tE€R

Las cuales son rectas paralelas como se ve en la Figura (2.1).

t
A/
a>0
/ (60)= (3, +at,1)
(x,t) =(x, +at,?)
4 p .

Figura 2.1: Rectas paralelas - lineas caracteristicas

Ahora debemos resolver la ecuacion
du
= -0
ds
u(0) = up(xp), s>0
la cual tiene soluci6n u(s, ) = uxo).
Regresando a las variables originales x y ¢, mediante el cambio de variable x — ar = xy,
tenemos la solucion del P

u(x,t) =up(x—at), t>0
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la cual representa una traslacion de la onda inicial up(x). Si @ > 0 la onda se desplazada a
la derecha con una velocidad constante a y si a < 0 la onda se traslada a la izquierda con
velocidad constante a.

1.1 Nota.-
La ecuacion modelo
w+au,=0,xeR, t>0 (2.10)

es una version simplificada de la ecuacién del trasporte, que modela, por ejemplo, la
polucidén en una area, la dispersion de contaminantes, o incluso el flujo de trafico, donde u
representa la densidad de la polucién (contaminantes o trafico) en la posicion x y tiempo
t.

La ecuacién (2.10) puede escribirse en la forma

(1,a)T Vu=0 (2.11)

d d
donde V = (E° a)
La ecuacién (2.11) dice que la derivada direccional en la direccién del vector v = (1,a)”
(en el plano zx) es cero. Asi la solucién u(x, ) debe ser constante en esta direccion. En el
plano zx, las rectas paralelas x = ar siguen la direccion del vector v. Estas rectas paralelas
x = at son llamadas las caracteristicas de la ecuacién (2.10).

v=(La)

(x,1)=(x, +at,t)

(x,t) =(x, +at,t)

>
(%5,0) X

Figura 2.2: A lo largo de las rectas caracteristicas la solucion es la misma
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Ahora, fijamos un punto sobre el eje x, por ejemplo (xp,0). La recta que pasa a través
de este punto, paralela a x = ar es dado por x = xg + at. Desde que nuestra solucidn es
constante a lo largo de esta recta tenemos

u(x,t) = u(xo+at,t) = u(xp,0) (2.12)
pero de la condici6n inicial se tiene
u(x0,0) = up(x) (2.13)
donde u es conocido. Asi tenemos que para cualquier (x,1)
u(x,t) = up(xp) (2.14)
entonces la solucién de (2.10) esta dada por
u(x,t) = up(xo0) = uo(x — at) (2.15)

La funcién (2.15), solucién de la ecuaciéon (2.10) puede interpretarse de la siguiente
manera:

1. En cualquier tiempo #y > 0, la solucidn es una réplica de la condicion inicial, pero
desplazada a la derecha si @ > 0 y a la izquierda si a < 0, hasta una posicion |alty

2. Lasolucién en (x,) depende dnicamente del valor { = x— at.

3. Las rectas x —at = { en el plano (x,7) se llaman caracteristicas de la ecuacion
(2.10).

4. El pardmetro a tiene dimensién de distancia dividida por el tiempo, y se llama
velocidad de propagacidn a la largo de la cartacteristica.

5. Si la condicién inicial es una onda, la solucién expresada en (2.15) dice que en
cualquier tiempo la onda inicial se propaga con velocidad a sin cambiar de forma.

Una generalizacion del problema hiperbdlico es la siguiente

(2.16)

P) utau,+bu = f(x,t), xeR, t>0
u(x,0) = up(x), xeR

donde a, b son constantes y f es una funcién en las variables x y ¢.
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Basados en la observaciones anteriores, hacemos el cambio de variables

T = t, 1 = T
{C = x—at, {x = (+ar. @17)

luego definiendo @(C, T) = u(x,1), donde ({,7) y (x,¢) estan relacionadas por el cambio

O

de variable definida previamente, entonces la ecuacion en (2.16) se transforma en

% = %u,+%ux =u +auy = —bu+ f({+ar,1)
es decir o
u _
3 —bi+ f({ +art, 1)

la cual es una ecuacién diferencial ordinaria en 7 y cuya solucion depende de { y es de la
forma

u(x,r) = uo(x—at)e_br—i—/rf(é’ +as,s)e P79 s, (2.18)
0

Usando la inversa del cambio de variable se tiene
t
u(x,1) = up(x —at)e "7 + / flx—a(t—s),s)+as,s)e " ds, (2.19)
0

Notar que u(x,t) depende solamente de los valores de (x1,#;) tal que x — at = x| — aty, es
decir, la solucién depende tinicamente de los valores de u 'y f sobre las caracteristicas que
pasan por (x,t), para 0 < #; < t. Este método de solucién puede extenderse facilmente a
ecuaciones no lineales de la forma

up + auy = f(x,t,u).

El método de las caracteristicas puede ser ttil para interpretar, aunque no expresa
explicitamente la solucion del problema no lineal,

U +g(u)ux =0

Ya que se puede conocer la solucién sobre cada curva particular, pero no en todas al
mismo tiempo, [?].
Ahora presentamos el problema no lineal de valor inicial

( (2.20)

P) u+guu,=0, xeR, t>0
u(x,0) =up(x), xeR
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en donde por analogia con el problema lineal podemos suponer que una onda se empieza
a mover desde x( con una velocidad de g(u). Entonces, después de  segundos la posicion
de la onda x esta dada por:

x=xo+g(u)t

Como la concentracién dada por la funcion u(x,#) permanece constante a lo largo de la
curva caracteristica, podemos escribir

8(u) = glu(xo,0)]
por lo tanto la curva caracteristica que comienza en (xo,0) tiene por ecuacion
x=x0+ g[u(xo,0)]r

Entonces la solucion del problema P no lineal estd dada por la solucidén implicita de la
funcién

u(x,t) = uo(x) = uo(x — glu(xo,0)]t) (2:21)
Definimos la funcién auxiliar

O(x,t,u) =u—up(x—glut) =0

la cual involucra la solucién u = u(x,t) garantizada por el teorema de la funcién implicita,
es decir, puede ser reescrita en la forma:

Ou(x,t,u) = 1+ ug(x — glult)g'[u]t # 0 (2.22)
la que es vilida para || suficientemente pequefio a fin de tener una solucion u.

1.0.3 Ejemplo.-
Sea la ecuacién

U+ 3uu, =0 (2.23)
con condiciones iniciales
1
u(x,0) = , ¥>0
0, x<0

Las curvas caracteristicas que comienzan en el punto (xg,0) estdn dadas por

x =x0+ glu(xo,0)]t, g(u) =3u
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luego

para xp < O se tiene las rectas

X
X
es decir, son rectas verticales.
Para x¢ > 0, se tiene las rectas
X
X

xo +g[0]t

X0

xo+ g[1]t
Xxo + 3¢

de donde se obtiene rectas paralelas. La figura (2.1) muestra las rectas verticales y pa-
ralelas. Se observa que la solucion u es cero para x < 0y x < xo + &1, en tanto que para
0 < x < xo+ &t se define una solucion que garantice la continuidad. Esta solucién se llama

onda de rarefaction.

/

v

(x,,0)  (x,,0) X

Figura 2.3: Rectas caracteristicas de la ecuacion de Burger

2.2. Sistemas de ecuaciones hiperbdlicas

Una ley de conservacion es una ecuacion de continuidad que expresa la conservacién

de una cierta cantidad dada por ejemplo por la funcién u, la cual representa la energia,

masa, momento, temperatura, etc.
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Sea QQ C R. La forma general de un sistema de leyes de conservacion en varias varia-
bles es dado por el siguiente sistema

LI
U+ l:zl e filu)=0 (2.24)

donde
uw:R'xRj - R"™  f;i:QCR"—R"

u se llama el vector de las variables de conservacion. La funcién f; diferenciables es lla-
mada funcion de flujo, las cuales representan un mecanismo de transporte de la cantidad
u.

2.1 Definicion.-

Sean las funciones u : R" x Rar —=R" £i:QCR" > R" i=1,...,ndonde n es la
dimension del problema y m indica si el problema es escalar (m = 1 ) o un problema
vectorial ( m > 1), entonces la ecuacion

u+ Y [fi(u)l, =0 (2.25)
i=1

se dice que tiene forma conservativa

En el caso n = 1, el sistema (2.25) toma la forma
U+ [f(u)]x =0 (2.26)

donde u: R x Rj —R™; f:R" —R"™

Si a la ecuacién (2.26) le adicionamos una condicién una inicial continua u(x,0) =
up(x), x € R, el problema es llamado problema de Cauchy o problema de valor inicial.
Este sistema tiene solucién suave o cldsica si la solucién u es por lo menos de clase C! y
si ademas la matriz Jacobiana de f, funcién de flujo, tiene solo valores propios reales y es
diagonalizable para cada valor de u, entonces el sistema (2.25) es hiperbolico.

Ahora damos un ligero vistazo a los sistemas de ecuaciones hiperbdlicas en una di-
mensidn, aunque la incdgnita u es un vector n — dimensional.

De acuerdo a la definicién de las ecuaciones hiperbélicas se puede decir que el sistema

us + Au, = F(x,1) 2.27)

es hiperbolico si la matriz A es diagonalizable, es decir existe una matriz no singular P tal
que PAP~! = D donde D = diag(ay,as, ..., ay).
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2.3.

Los autovalores de A son las velocidades caracteristicas del sistema (2.27). Bajo el
cambio de variables w = Pu en el sistema (2.27), tenemos

wr +Dw: x = PF(x,t) = F(x,1),
wll‘ +aiW§c = fNi(xa t)a

las cuales son de la forma (2.16). Podemos decir que el sistema hiperbdlico unidimensio-
nal se reduce a un conjunto de n ecuaciones hiperbdlicas independientes.

2.0.1 Ejemplo.-

El sistema
u+2uc+vy, = 0
vituy+2v, = 0

se puede escribir como

La matriz

tiene como autovalores las raices del polinomio
P(A) =det(A—2AI) = (2 —2)>—1

de donde se tiene que las raices son 4| = 1, A, =3y, por lo tanto, el sistema es hiperb6lico.

Derivacion de leyes de conservacion

Forma diferencial e integral de la ley de conservacion

A continuacién veremos el problema de la dindmica de gases, derivando la ecuacién
para conservacion de masa en una dimension.

Suponga el flujo de un gas a través de un tubo, el cual tiene velocidad constante en
cada seccion del tubo. Sea x la distancia a lo largo del tubo, p(x,7) la densidad del gas en
cada punto x en el tiempo ¢.

La masa m del gas en la seccidn [x},x;] del tubo es definida por

m= /x2 p(x,t)dx (2.28)
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Figura 2.4: Tubo por el cual se transporta gas a velocidad constante

masa en la seccién del tubo [x,x;].
Sea ademads v(x,1) la velocidad del gas en el punto x en el instante ¢, entonces la tasa
de flujo o masa de flujo que pasa por este punto se define como

masa de flujo = p(x,7)v(x,1) (2.29)

luego, la raz6n de cambio de masa en [x},x;] viene dada por la diferencia de flujos en x;

y X3, esto es,
62—’? = p(x1,1)v(x1,1) — p(x2,1)v(x2,1) (2.30)
entonces, de (2.28) tenemos
d [
G | Pt = p(xi,v(e, 1) = plaa,)v(aa, 1) (231)

la cual es una forma integral de la ley de conservaciéon de masa cuya solucion, de ser
hallada, es la solucion exacta del problema, que por lo general es dificil resolver.

Otra forma integral de (2.31) es expresar la masa en [x,x;] en el tiempo tp, (£ > 1)
en términos de la masa en el tiempo 71, y el flujo total en las fronteras para este periodo.
Para obtener esta nueva forma integral, basta integrar (2.31) en [f],#;] dando lugar a la
expresion

X X2 15} o)
/ p(x,02)dx = / p(rt)dx+ [ plr,t)v(a,)di — / p (2, 1) (2, 1)t
5]

X1 X1 n

5]

/xz p(x,12) — p(x,11)] di = / p (1, 1)v(x1,1)di — /tzp(xz,t)v(xz,t)dt (2.32)

X1 5] n
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Ahora para obtener una forma diferencial de la ley de conservacién, asumiremos que
las funciones p(x,7) y v(x,) son diferenciables. Entonces, la variacién de la densidad en
el intervalo de tiempo [t1,1,] estd dada por

15}
px,r) —p(x,11) = 3 p(x,t)dt (2.33)
n t
y la variacion del flujo de masa en el intervalo [x,x;] es

xza

p()Q,l)V(Xz,l) _p(x17t>v(x17t) = /x a(p(x,t)v(x,t))dx

1
Por otro lado de la expresion (2.32) tenemos
X2 15)
[ o) = plrnldr == [ “lpea,)vlaant) = plas, vl pldx
X1 1

Utilizando (2.33) se tiene:

//]tzapxtdtdx— /tz/xza x,1))dxdt

intercambiando variables de integracion en la primera integral
thy X2 a I rx2 a
/ / —p(x,1)dxdt = / X, 0)v(x,t))dxdt
a n X1

factorizando

/:/xz ; plxt +aap(xt) (x,1)]dxdt = 0

Esta tltima ecuacion es vélida para cualquier seccion [x1,x;] sobre el intervalo de tiempo
[t1,12] y en consecuencia se tiene

%p(x7 1)+ %p(x, Hv(x,t) =0 (2.34)

la cual es la forma diferencial de la ley de conservacion de la masa en dindmica de
gases.

La ley de conservacion (2.34) puede solucionarse aisladamente si la velocidad v(x, )
es conocida apriori o es conocida como funcién de p(x,7). Si esto sucede, entonces pv es
una funcién de p solamente y podemos escribir f(p) = pv. Luego, la ecuacion (2.34) se
convierte en una ley de conservacion escalar de la forma

d d
5P 1) +5-flp(x,1)) =0 (2.35)
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Leyes de conservacion escalar

La ecuacién (2.34) es resuelta con las ecuaciones de conservaciéon de momento y
energia dadas por

[p(x?t)v(xvt)]t + [p(x7t)v2(x,t) + P(xvt)]x =0 (2.36)

E+[V(E+P),]=0 (2.37)

Entonces se forma un sistema de ecuaciones de conservacién llamadas ecuaciones de
Euler para la dindmica de gases.
Si introducimos el vector u € R3 definido por

p(x,1)
u(x, )= | p(x,)v(x,1)
E(x,t)

entonces el sistema de ecuaciones (2.34), (2.36) y (2.37) puede ser escrito como

u+[f(w)]x=0 (2.38)
donde
pv
fw)=| pv*+P
v(E+P)

donde p : densidad, v : velocidad, E : energia y P : presion.
La forma (2.38) es la forma diferencial de la ley de conservacion.

Leyes de conservacion escalar

Ecuacion lineal de conveccion o advection
Asuma que la velocidad es constante a en la ecuacién (2.34), entonces con una varia-
ble arbitraria u en lugar de p se tiene

ur+au, =0 (2.39)

Esta ecuacidn conservativa lineal es conocida como la ecuacion de advection o primera
forma de la ecuacion de la onda, la cual es resuelta con el dato inicial

u(x,0) =up(x), xeR, >0 (2.40)

Las ecuaciones (2.39) y (2.40) forman un problema de Cauchy cuya solucién se encuentra
por traslacion de la condicién inicial ug(x), esto es,

u(x,t) = up(x—at)
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que se traslada a lo largo de las rectas caracteristicas x — ar = xo con X' (1) = a 'y x(0) = xo.
Hay que notar que si ug € C!, entonces u € C' y que las rectas caracteristicas no se
cruzan.

Teorema 1
Sea u una solucion suave del sistema (2.39) y (2.40), entonces esta solucién perma-
nece constante a lo largo de las curvas caracteristicas.

Prueba. Si derivamos la solucion u(x, ) a lo largo de una de las curvas caracteristicas,
encontramos la razén de cambio de u,

d 0 d /
Eu(x(t),t) = Eu(x(t)vt)"‘a”(x(t)’t)x(t)
= U+ auy
=0

Entonces, confirmamos que u es constante a lo largo de la curvas caracteristicas cuando u

€S suave.

Si la velocidad depende de la variable x, es decir, a(x), una funcién suave. Luego la
ecuacion (2.34) tiene la forma
U+ (a(x)u)x =0
que es una ecuacion de convection, la cual se puede escribir en la forma
u+a(x)uy+d (x)u=0 (2.41)
En este caso, las curvas caracteristicas son la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria
(1) = alx(r))
x(0) = xp

Luego, la solucion u(x,?) no es constante a lo largo de estas curvas, pues

d /
Eu(x(l),l)) = —a (x(t))u(x([),[) ?é 0

Dominio de dependencia. Si consideramos el problema de valor inicial (2.39) -
(2.40). La solucién en el punto (x,7) depende del valor de ug en el punto xp, donde
Xo = x — at. El punto x( es llamado dominio de dependencia del punto (x,7). El dominio
de dependencia del punto (x,7) es el conjunto de todos los puntos en el cual la solucién
del problema de valor inicial (2.39) - (2.40) en el punto (x,7) esta dependiendo.
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Leyes de conservacion escalar

4.1. Condiciones de contorno en la ecuacion de convection

Si consideramos una ecuacion diferencial definida sobre un intervalo finito en lugar
de la recta real, entonces estamos frente a un problema que necesita imponer algunas
condiciones concretas en los extremos del intervalo. La mayoria de las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales estan definidas en dominios con frontera. Las condiciones que
relacionan la solucidn de la ecuacién diferencial con los datos de frontera lo llamamos,
condiciones de contorno.

El problema de determinar una solucidn para la ecuacion diferencial con condicién
inicial y condicién de contorno se llama problema de valor inicial y de contorno.

La discusion de problemas de valores de contorno sirve para ilustrar de nuevo la im-
portancia del concepto de caracteristicas, por ejemplo si consideramos el problema

u+au, = 0, O0<x<l1, t>0
(PVIC) u(x,0) = up(x), —o0 < X < oo, (2.42)
u(0,/) = gx,1), t>0,0<x<1.

Si a > 0, las rectas caracteristicas en el dominio de definicién se propaga de izquierda
a derecha segtin la figura (2.5). Examinando la misma vemos que es suficiente que se
especifique los datos iniciales y los valores en el extremo x = 0 para tener la solucién en
cada tiempo ¢ > 0. Mas adn no es necesario tener datos en el otro extremo x = 1, lo cual
convertird al problema en sobredeterminado.

condicion
condicion

contorno
contorno
i \
X

condicion inicial

condicion inicial

(@ a>0 b)a<0

Figura 2.5: Lineas rectas caracterisitcas

Por ejemplo, consideremos la condicién inicial u(x,0) = up(x) y la condicién de con-
torno u(0,¢) = g(t), la solucion del problema se puede escribir en la forma

up(x—at) , six—at >0

1) =
u(x1) glt—a'x) , x—at<0
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Esquemas de diferencias finitas

2.5.

A lo largo de la carateristica x — at = 0 existird un salto de discontinuidad en u si

uo(0) = g(0).
Sia < 0 el rol de las fronteras son intercambiados, figura 2.5.

Esquemas de diferencias finitas

Empezamos nuestra discusién de los esquemas de diferencias finitas definiendo una
malla de puntos en el plano (x,7). Sean /'y k nimeros positivos; entonces la malla serdn
los puntos (x,,,) = (mh,nk) para enteros arbitrarios n y m. Para una funcién v definida
sobre la malla escribimos V]!, para el valor de v en el punto de la malla (x,,,). Usamos la
notacion !, = u(xy,t,) cuando u es una funcion continua en (x,). El conjunto de puntos
(Xm,1,) para un valor fijo de n es llamado nivel de malla n. Estamos interesados en mallas
con valores pequefios de i1y k !

La idea bésica de los esquemas de diferencias finitas es reemplazar las derivadas por
diferencias finitas. Esto puede ser hecho en muchas formas, por ejemplo

du Uty k) — u(Xm, 1)
E(xmatn) ~ k
° ? (st K) = (st — )
u (X, by + k) — (X, —
I T tn) 2%

Férmulas similares se obtienen para aproximar la derivada con respecto a x.
Usando estas aproximaciones obtenemos los siguientes esquemas de diferencias fini-
tas para la ecuacion de (2.39). Otros esquemas se presentaran mas adelante.

"En muchos libros % y k son representados por Ax y At respectivamente
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Esquemas explicitos

U pwind haciadelante, a < 0

n+l noo_
A R SN

k h
Upwind hacia atras,a > 0

1
Gl v
k h
Leap frog
/i L gl Vi
2k 2h
Forward — time central — space

n+l . n no_.n
Vi V! Vigi = Vi

J J
T

Lax — Friedrichs

%

Vo) a"?+1*"7—1
k 2h
Lax—Wendrof f
J I 1q - _azl_“/}+1_2"7+"?71:0
h 2h 2 h?

Esquemas implicitos

Backward — time central — space

+1 n+1 _  n+l
Vit Vi Vi Vi

+a =0

k 2h
Backward — time Backward — space

V';'H —V? an _vn+1

+a] Jj—1 =0

k 2h
Crank — Nicolson
+1 +1 +1
V? _V;? il(v;ql_v;l*l +V7+1_V771)
k 2 2h 2h

=0

Esquemas de diferencias finitas

=0 (2.43)
=0 (2.44)
=0 (2.45)
=0 (2.46)
=0 (2.47)
(2.48)
(2.49)
(2.50)
(2.51)

Cada uno de los seis esquemas (2.43) y (2.48) puede ser escrito como una combinacién

lineal v’}“ de los valores de v en los niveles n y n— 1. Por ejemplo, el esquema (2.43)

puede ser escrito como

V?H =(1+C)V;=CViy

(2.52)

k .
donde C, = a%. La constante C, aparecerd muchas veces en el estudio de esquemas para

. . . . . k .
ecuaciones hiperbdlicas y serd siempre igual a ar. Aquellos esquemas que involucran
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5 Esquemas de diferencias finitas

v en solo dos niveles, por ejemplo, n+ 1 y n son llamados esquemas de un paso. Los
esquemas de dos niveles que listamos antes, todos excepto el esquema de Leapfrog (2.45)
son esquemas de un paso.

Para un esquema de multipaso no es suficiente especificar los valores de v(} para de-
terminar v} para todos los valores positivos de n. Para especificar completamente el sig-
nificado de la solucién computalizada en un esquema de multipaso debemos de uno u
otro modo especificar v sobre algunos niveles de tiempo, asi que el esquema puede ser
empleado para especificar un procedimiento computalizado los valores de v sobre estos
niveles iniciales. Por ejemplo, para usar el esquema de Leapfrog podemos especificar los
valores de v(} y v} para todo j, o podemos especificar algliin esquema para calcular los
valores de vjl- de los valores de v?. En cualquier caso, el esquema Leapfrog debe ser usado
para calcular v, n > 1.

Cuando nos referimos al esquema de Leapfrog no siempre hacemos distincién entre
los dos tiempos iniciales de calculo. Muchas de las propiedades del esquema de Leapfrog
son independientes del método usado para inicializar la solucién. Es de practica usar un
esquema de un paso para inicializar el esquema.

Para tener un panorama de los topicos que seguiremos discutiendo, hagamos un co-
mentario de los resultados obtenidos con los esquemas propuestos anteriormente. Para
ello consideremos el PVI, donde 0 < x < 27, t > 0 teniendo como condicidn inicial la
funcién 2z-periddica seccionalmente continua

0, 0<x<?Z,
w(x) =4 1, FL<x<Z, (2.53)
0, ¥ <x<om,
A continuacién se muestra una seccidn de pseudocdodigo, la cual nos permitird observar el

comportamiento del periodo principal de esta funcién considerado como una onda. Para
ello elegimos el esquema de Lax-Friedrichs, los demas tienen similar estructura

do n = 0,Nmax

do j=-19,29

Vintl & 0.5 (Vj-i-l,n + Vj—l,n) —C,0.5 (Vj+l,n - vj—l,n) (2.54)
end do
end do

Como sabemos la solucidn de este problema esta dada por u(x,t) = up(x — at) y es cons-
tante a lo largo de las caracteristicas x — ar = cte. En las figuras siguientes presentamos
las soluciénes numéricas que son aproximaciones de la solucién del problema (2.53), con
a=1,h=2n/240, k =2h/3 ent = 500k y en t = 1000k.
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El método de diferencias finitas (MDF)

upwind Leap-Frog

L L 25 L L L L L L
6 8 10 12 14 0 2 6 8 10 12 14
n=500, n=1000 n=500, n=1000

Figura 2.6: Upwind Figura 2.7: Leapfrog

Lax-Wendroff Lax-Friedrichs

n=500, n=1000 n=500, n=1000

Figura 2.8: Lax -Wendroff Figura 2.9: Lax-Friedrichs

En las figuras (2.6) - (2.9) la solucién exacta de la ecuacidén diferencial esta dada por
la linea punteada y la solucién numérica para el esquema respectivo est dada por la linea
continua en cada caso.

En las figuras podemos observar que los esquemas de diferencias calculan la solucién
adecuadamente lejos de las discontinuidades, pero cerca de estas no se muestra una buena
aproximacion a la solucién.

Observar que el esquema Leapfrog genera muchas oscilaciones cerca de las disconti-
nuidades. El método Lax-Wendroff tiene sobreoscilaciones y suboscilaciones cerca de las
discontinuidades, pero no se propagan inmediatamente. Los métodos de Lax-Friedrichs y
Upwind no tienen suboscilaciones ni sobreoscilaciones, sin embargo cerca de las discon-
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Estabilidad para esquemas de diferencias explicitos

2.6.

tinuidades se separan mucho de la soluacidn exacta, podriamos decir que sus discontinui-
dades ocupan regiones mas extensas.

Para tiempos bajos (primeros niveles de ¢) la solucién tiene un comportamiento acep-
table, pero a medida que ¢ crece la separaciéon de la solucién exacta es mas acentuada,
especialmente en los esquemas Upwind y Lax-Fredrichs, porque estos esquemas de dife-
rencias incorporan algunas propiedades que el problema original no lo tiene, como es el

caso de la disipacién numérica.

5.1. La condicion de Courant-Friedrichs-Lewy CFL

El nimero de Courant se define por C, = aA,donde A = I—C El comportamiento de este
ndmero es muy importante, porque de €l depende la estabilidad del esquema de diferen-
cias finitas; ya que una condicién sobre este nimero da argumentos sobre la propagacién
de la informacion.

La interpretacion de este nimero se puede expresar en la forma

_ velocidad de propagacion de la solucion analitca (2.55)
~ velocidad de propagacién de la solucién numérica’ '

C =

>
2| =

esto quiere decir que la velocidad de propagacidn de la solucién analitica es acotada por
la velocidad de la solucién numérica.

Veremos que una condicién sobre C, es una condicidn necesaria para la estabilidad
de los esquemas explicitos. Esta condicion llamada la condicién de Courant-Friedrichs-
Lewy (CFL).

Estabilidad para esquemas de diferencias explicitos

6.1. Esquema forward-time central-space FTCS

El correspondiente esquema de diferencias finitasFTCS representa a la ecuacién de
conveccidn por

Y Gl
J J Jj+l il
=0. 2.56
A YT oA (2:56)
El esquema (2.56) puede ser escrito como
v’}“ = Vi =05C(Vi —Viy)
= oV (2.57)

J
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donde Q =1—-0,5C,(S+ —S_), el cual es consistente con la ecuacion u; + au, = 0 con un
error de truncamiento & (At, (Ax)?).

En (2.57), C; es llamado el niimero de Courant y es definido por
C = GE' (2.58)

Aplicamos el analisis de estabilidad de von Neumann a (2.57), genera el factor de ampli-
ficacidn g el cual se obtiene reemplazando v;’ porg"e/® j=12 ... N—1;n=0,1,2,..
en (2.57):

g = 1-05Cr(e® —e¢ ) (2.59)
= 1-—iC,senf
de donde se obtiene que
g]> = 1+Cr’sen®0

obviamente, |g|> > 1 para todo 6 € R, asi que el esquema (2.56) incondicionalmente
inestable. En la figura (2.28) se muestra la grafica de g en el plano complejo C que co-
rresponde a una recta vertical que pasa por el punto x = 1.

factor amplificacion, fies, g=1-iCr'sinft)
T T T

region inestabildad
h imaginario ]
g=1-iCr sentfta

s

> real
o oF

egion estabilidg

0
ejex

Figura 2.10: Factor amplificacion FTCS

2

Debido a la carencia de estabilidad del esquema de diferencias FTCS, es que no es

muy usado para problema de conveccidén pura, pero si va acompaiado de difusion se usa
siempre con mucho cuidado.

2Es posible hacer una andlisis de estabilidad definiendo la funcion cuadrdtica en funcion de sen.
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6.2. Esquema Upwind

Upwind hacia atras

Un esquema alternativo es obtenido introduciendo el operador de diferencia regresiva
para u, asumiendo que a es positivo. Asi, de conveccioén puede ser escrito como

vr?+1—vn. PP
J J J Jj—1

=0 2.60
A A (2.60)

puede ser escrito en forma de algoritmo

v = (1-CVi+ G,

J
= oV 2.61)

donde Q = (1 —C,)I + C,S_ es el operador de diferencias, el cual es consistente con la
ecuacion u; + au, = 0 con un orden de truncamiento &'(At, Ax).

Para hacer un analisis de estabilidad usamos el criterio de Von Neumann que consiste
en sustituir v’} por g"¢'/% en (2.61)

g = 1—Cr(1—ef’~9)
= (1—Cr)+Cre’®
= 1—C,(1—cos0)—iC,senb.

entonces tenemos el factor de amplificacién

g = 1-C(1—cosB)—iCsend
= (1-C)+Ce ™ (2.62)

cuya grafica es una circunferencia con centro en el punto (1 —C;,0) y radio C, para 6 € R.
Ahora para tener una idea grafica del comportamiento del factor de amplificacion
complejo (2.62) lo parametrizamos en la forma

x=1—(1—cosB)Cr
y=—Crsen0

donde 6 € [0,27].
Graficando tenemos una circunferencia con centro en (1 — Cr,0) y de radio Cr de la

forma ) s
(x_(lc;zcr)) +g_r2 —1 (2.63)

106



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

Estabilidad para esquemas de diferencias explicitos

factor amplficacion, Upwind, g=1-Cr(1-cos(t)-ICr'sin({
T T T T T T

imaginaria

real

Figura 2.11: Factor amplificacion Upwind

Soluciones estables son obtenidas si

At
C = ay. <1 (2.64)
La desigualdad C, < 1 es la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).

La figura (2.11) muestra que para C, = 0.5 la circunferencia que se genera se encuentra
contenida dentro de la regién de estabilidad dada por la circunferencia |g|> = 1. Para
C, = 1.5 la circunferencia generada sale fuera de la regién de estabilidad, representando
inestabilidad del esquema para este caso. En este caso decimos que el esquema Upwind
es condicionalmente estable.

Upwind hacia delante

Si introducimos el operador de diferencia progresiva para u, y asumiendo que a es
negativo, entonces u; + au, = 0. Puede ser escrito como

n+1 _
Vi

W
J
A T A

Vi — Y
TR S S (2.65)

el cual en forma explicita puede ser escrito como

Vit = (1-Cvi+ Gy,

J
= o (2.66)

donde Q = (1 —C,)I+C,S-.
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Aplicando el andlisis de estabilidad de von Neumann a (2.66) obtenemos el factor de

amplificacion

g = 1—-C(1—cosB)+iCsenb
= (1-GC)+Cre

cuya gréfica es una circunferencia con centro en el punto (1 —C,,0) y radio C, para 6 € R.
De donde se tiene que las condiciones de estabilidad son las mismas que para el es-
quema Upwind hacia atrés.

6.3. Esquemas Leapfrog

Ahora damos el esquema de Leapfrog para la ecuacion de convection u; + au, = 0

Vn+1 _ vl’!*l Vn _ vr!
J J Jj+1 Jj—1
= 2.
A 9T Ax 0, (2.67)

el cual en forma explicita se escribe como

+1 n—1
V}; Vi
e
Vi

=G (Vi —Vi)

L+ oV (2.68)

donde Q= —C,(S+—S-)

La ecuacion (2.68) es consistente con u; +au, =0 con un error de truncamiento
O((At)?,(Ax)?) y si aplicamos el analisis de estabilidad de von Neumann en (2.68) halla-
mos el factor de amplificacién

g = gfl _Cr(eie _efiﬂ)
= ¢ '—2iCrsend (2.69)

multiplicando (2.69) por g obtenemos una ecuacién polinomial de segundo grado en la
variable g
g +iCrsenfg—1=0 (2.70)

cuya solucién es
g==+4/(1—C?sen? 6) —iC,senf, (2.71)

Se nota que si C, < 1 la curva se encuentra dentro de la region de estabilidad y si C, > 1
la curva sale de la region de estabilidad, en estas condiciones se dice el que el esquema es
neutralmente estable.
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Considerando que el esquema Leapfrog es un esquema de multipaso es posible reali-
zar un anélisis de estabilidad en la siguiente forma.

En el espacio de frecuencias después de aplicar la transformada de Fourier, el esquema
Leapfrog es posible escribirlo en la forma:

V=91~ G (2isend)V] (2.72)
siA = —2iC,sen0, entonces
v = AV ! (2.73)

Usando la siguiente identidad
V=" 4 (0) V! (2.74)

Colocando (2.72) y (2.73) en forma matricial se tiene

(%)= (0e) ()

Ahora el factor de amplificacién del nuevo sistema es la matriz

Al
G= (1 O) (2.75)

Para propésitos de estabilidad, los autovalores de G deben satisfacer la condicién |A| < 1.
Entonces hallamos los autovalores de G utilizando el polinomio caracteristico

P(L) =det(G—AI)
de donde se tiene que
AP—AL—1=0

Aplicando la férmula cuadréatica y reemplazando el valor de A obtenemos los autovalores

Ao =—Crsen@i+/1—C?sen?0 (2.76)

que son los mismos valores encontrados para el factor de amplificacién g dado en (2.71).
Vamos a analizar dos casos
Caso 1. Si 1 — C?sen?8 > 0 el cual se obtiene para C, < 1. Entonces podemos hallar
el médulo al cuadrado de A »:
|Al72|2 =1

obteniendo la condicion de estabilidad neutral.
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Caso2.Si1— Cfsenze < 0, entonces

M2 = —Crsenfi+iy/C2sen?0 —1
=i(—C,senf +y/C?sen?6 — 1)
elevando al cuadrado

A12]* =2C%sen’0 +2C,senf /C2sen26 — 1 — 1

La condicién de estabilidad requiere que
Aa? <1

o lo que es lo mismo

C2sen’0 & C,senf /C2sen26 — 1 < 1

cuando usamos el signo + tenemos

C2sen’6 + C,senf |/ C2sen?6 — 1 < 1

lo cual nunca es satisfecho puesto que C,zsenze >1

6.3.1 Ejemplo.-
Aplicando el analisis de estabilidad de un sistema de ecuaciones

@ +a @ =0
or ' Pox
av du
—+b— =0
ot o dx
Expresando el conjunto de ecuaciones como un vector, obtenemos
O — u ] 7 A— 0 ar ]
1% bl 0
Entonces, tenemos
P P
— +[A] =—=0
ar T 5
Discretizando la ecuacion (2.81) por el método de Upwind
+1
(I)’;. — (I);? (I);? — (I);?_l
+[A]
At Ax

2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

2.81)

(2.82)

110



EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORIA Y PRACTICA

Estabilidad para esquemas de diferencias explicitos

Escribiendo en forma de algoritmo

At

O = @) —[A] (@] - @)) (2.83)
Aplicando el criterio de estabilidad de von Neumann llegamos a
At ;
G=I-A]—(1-¢° 2.84
4] 5 (1- &) (284)
Para asegurar la estabilidad se requiere que
A Guax| <1
o equivalentemente
At
|)LmaxA—x| <1
donde A4y es el maximo de los autovalores de la matriz [A] [

En el esquema Upwind, los autovalores de A se obtienen resolviendo la ecuacién |A —
A 1| =0, llegandose a determinar A; » = /b; ay. Por lo tanto, la condicién de estabilidad

requiere que
At
Voia | <1 (2.85)

g+ = —iC, sen@ 4 /1 — C? sen?6 (2.86)

Vamos analizar dos casos

Caso 1. Si 1 — CZsen’8 > 0 6 C, < 1 entonces podemos elevar al cuadrado g y
obtenemos

g+ =1
Caso2.Si1— Cfsenzﬂ < 0, 6 C, > 1 entonces

g+ = —Crsenfi+iy/C?sen?6 — 1
=i(—C,senf £/ C?sen?0 — 1)
elevando al cuadrado

|g+|* =2C%sen’0 £2C,senf |/ C2sen20 — 1 — 1

La condicién de estabilidad requiere que

’gﬁ:|2 <1
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o lo que es lo mismo

C2sen’0 +C,senf /C2sen?6 — 1 < 1

cuando usamos el signo + tenemos

C?sen’0 +C,senf y/C2sen?0 — 1 < 1 (2.87)

lo cual nunca es satisfecho puesto que C>sen’ > 1 si arcsen(—n/2) < 6 <arcsen(—1/C,)

y arcsen(1/C,) < 0 < arcsen(r/2)). Por lo tanto, concluimos que el esquema Leapfrog

es inestable para cualquier nimero de Courant C, como se observa en la figura (2.13).
Para graficar el factor de amplificacion (2.86) podemos parametrizarlo en la forma

x=+4/1—C?sen?6
y= —C,senf

para todo 6 € [0,2r]. Elevando al cuadrado y sumando obtenemos
¥+ y2 =1

lo cual representa una circunferencia de centro en el origen y radio uno que coincide con
el limite de la region de estabilidad como se muestra en la figura (2.12).

Leapfrog Leapfrog
T T

y

/ Cr=1.5

15 L L L L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 05 1 15 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 2.12: Leapfrog, C, <1 Figura 2.13: Leapfrog, C, > 1

6.4. Esquema Lax-Wendroff

El esquema Lax-Wendroff es un algoritmo muy popular para resolver ecuaciones que
gobiernan flujos comprensibles no viscosos.
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Una representacion en diferencias finitas para la ecuacioén de conveccion u; + au, =0
es derivada del desarrollo de la serie de Taylor de la variable dependiente como sigue

du (At )2 0%u
n+l _
At— — 4+ O(At
“j uj+ aﬁ 2! 8t2+ (81’
Ahora considere la ecuacién modelo u; + au, =0
du  Jdu
o Yox
Tomando la derivada en el tiempo
8_214_ d (au) d (au) a282
o2~ "9\ ox “ox\ o1 dx?
sustituyendo en u’]“ tenemos
n+1 n a ( ) 282
uit =ui+(—a e — ) At —— > (a 82)Jrﬁ’(At)

Usando diferencias centrales de segundo orden para la derivada espacial

ul  —u" ul o =2ut V"
ntl o anp (= Ty 2 2 A2 2 j gl
u uj—an( = ) TR A )
+  O(MAXP) + O(AF*AP) + O(AF)
lo cual se puede expresar en la variable v en el nodo (j,n)

A At (VI =2V

LSy L g (L T g (2.88)
At 2Ax 2 Ax?

Esta formulacion es conocida como el esquema Lax-Wendroff en su version explicita, el
cual se puede escribir en funcién del nuimero de Courant Cr como

VI =V —0.5C (Vi — V1) +05C (Vi — 2V + V). (2.89)

Haciendo el analisis de consistencia al esquema Lax Wendroff se llega a determinar que
tiene un error de truncamiento &(At)? + €/(Ax)>.

Para analizar la estabilidad del esquema aplicamos el andlisis de von Neumann a la
ecuacion (2.89)

g = 1-05Cr(% —e ) 40.5C2 (% 4710 —2)
= 1—iCrsen9+Cr2(cose—1)
0
= 1—iCrsen9—2Cr2sen2§
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Asi tenemos el factor de amplificacién

0
g=1— 2Cr2sen2§ —iCrsen@ (2.90)

cuyo moédulo esta dado por
lg|?> =1+4Cr* (cﬁ—l)sen“g (2.91)

Por lo tanto ]g]z <1siC-<1.
Para visualizar el comportamiento del factor de amplificacion (2.90) lo parametriza-

mos en la forma
x=1-— 2Crsen2g
y=—C,senf

para todo 0 € [0, 27]

Factor amplificacion, Lax—Wendroff
T T T T

imaginario

real

eje x

Figura 2.14: Factor Lax-Wendroff

6.5. Esquema Lax-Friedrichs

El esquema Lax-Friedrichs puede ser escrito como

n+1 n n no__.n
Vi O'S(Vj+1+"j71)+a"j+1 Vi1

J
=0 2.92
At 2Ax (292)
y en forma de algoritmo
v;?+1 =0.5(V +Vjy) —0.5CG(Vi —Viy). (2.93)
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Haciendo un andlisis de consistencia se demuestra que el esquema (2.93) es consistente
con u; + au, = 0 con un orden de truncamiento &(At) + 0(Ax?).
Aplicando el anélisis de estabilidad de von Neumann a (2.93) se llega a determinar el
factor de amplificacién
g=cos0 —iC,senf (2.94)

tal que |g|> = cos? O +C?sen’0 < 15i C, < 1.
Para visualizar los valores de (2.94) lo expresamos en forma paramétrica como

x=cos0

y=—C,senf
para todo 6 € [0,27], cuya grafica se muestra en la figura (2.15) para los nimeros de
Courant Cr=0.5, 0.8 y 1.5

Esquemas implicitos

7.1. Esquema BTCS

Presentamos un esquema implicito para la ecuacién de conveccion u; + au, = 0.

vrg+l — v11+1 7Vrg+1
J J L il
=0 2.95
N T A (2.35)
el cual como algoritmo se puede escribir
aCVit + Vit —aCiT = (2.96)

Haciendo un andlisis de consistencia puntual llegamos a determinar
Lo[7—Lj¢ — 0, Ax,At =0 (2.97)
con un orden de precisién 0'(At) + O(Ax?).
Aplicamos el anélisis de estabilidad de von Neumann para determinar el factor de
amplificacion y establecer condiciones necesarias para la estabilidad. Esto es

1 . )
l=g '+ EC,(ele —e'%) (2.98)

obteniendo el factor de amplificacion
1

R 2.99
J 1—iC,senf ( )
donde
lg)? = 1 (2.100)
§ 14 C?senf '

Asi que la condicién de estabilidad | g|2 < 1 se cumple para todo nimero de Courant C,..
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7.2. Esquema Crank-Nicolson

El esquema Crank-Nicolson es muy efectivo cuando lo aplicamos a la ecuacién de
difusién unidimensional. En esta seccion daremos el esquema Crank-Nicolson para la
ecuacion de conveccion u; + au, = 0.

El esquema de diferencias finitas Crank-Nicolson puede ser escrito

vy
JTzJ +a(0.5L,vV} + 0511 =0 (2.101)
donde Lyv; = (vj4+1 —vj—1)/(2Ax). La ecuacién (2.101) produce el siguiente algoritmo
tridiagonal
—0.25CViT ] VT +0.25CV T = 0.25C, V) +VI—0.25Crv (2.102)

el cual puede ser solucionado eficientemente usando eliminacién gaussiana y descompo-
sicion LU.

El esquema de Crank-Nicolson (2.102) es consistente con u; + au, = 0 con un error
de truncamiento &(At)? + 0(Ax)>.

Ahora aplicamos el anélisis de estabilidad de von Neumann a (2.102)

025Crg(—e @ +e%) +g = 025Cr(e7®—e®)+1
0.25gCr(2isenf)+g = 1—0.25Cr(2isend)
g(i0.5Crsenf+1) = 1—i0.5Crsenf

entonces, el factor de amplificacidon es

_ 1—-10.5C,senf

_ _—obrseny 2.103
&= 15105C,sen6 (2.103)

Si hacemos A = 0.5 Crsen8, tenemos

1A
£ 7 1¥a
1—A2+_—2A
= i
14+A%2  1+A2
Entonces, el médulo de g es
1—A? —2A
2 2 2
142474+ A4
(14+A2)?
= 1
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Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable y por el teore-

ma de Lax es convergente de orden (&'(At)?, 0(Ax)?).

Factor amplificacion, Lax-Friedrichs

Factor amplificacion, Crank-Nicolson

imaginario

Cr=1.5

ey

imaginario

Cr=1.2
lgl=1.0
real

region estabilidad

=05

region inestabilidad

eje x

Figura 2.15: Factor Lax-Friedrichs

eje x

Figura 2.16: Factor Crank-Nicolson

La figura (2.16) muestra los valores del factor de amplificacion para Cr = 1.0 en la

que se observa que todos los valores son iguales a 1. Resultados similares se obtienen

para diferentes nimeros de Courant mayores 0 menores que uno.

La importancia de los conceptos de consistencia y estabilidad se ven en el teorema de

equivalencia de Lax-Richtmyer, el cual es el teorema fundamental en la teoria de esque-

mas de diferencias finitas para problemas de valor inicial.

Teorema 2

Un esquema de diferencias finitas consiste en una ecuacion diferencial parcial para

el cual el problema de valor inicial es bien puesto es convergente si y solo si es

estable.

2.8.

Resultados numéricos

En esta seccion presentamos los esquemas de diferencias finitas para el problema

de conveccién unidimensional analizado en su estabilidad y consistencia en la seccién

anterior. De igual forma al problema de difusién hacemos un estudio comparativo de los

esquemas, resolviendo el mismo problema bajo condiciones similares y dependencia de

los

parametros.
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8.0.1 Ejemplo.-
Consideremos el problema siguiente

Utau, =0, —oo<lx<oo, t>0

con condicidn inicial

u(x,0) = f(x) =

1, 005<x<0.15
0 , enotrolugar.

cuya solucién exacta estd dada por
u(x,t) = f(x—at) (2.104)

donde la constante a serd igual a 1. El rango para la variable x serd —1 < x <2 y el
espaciamiento en la malla para la variable x es Ax = 0.01.

Las figuras (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) describen los resultados para los pasos
n=>50,100y 150, y para C, = 0.5 para los esquemas Lax-Wendroff, Upwind, Leapfrog,
Lax-Friedrichs, donde las soluciones aproximadas son representadas por lineas punteadas
y la solucidn exacta es representada por lineas continuas. En la figura (2.17) se muestra
que el esquema de segundo orden dispersivo Lax-Wendroff tiene oscilaciones cerca de
las discontinuidades, pero no se propagan inmediatamente. En la figura (2.18) se mues-
tra el esquema de primer orden disipativo Upwind, donde la curva de aproximacioén se
ajusta mas a la curva exacta, no presenta oscilaciones de ningin tipo, cerca de las dis-
continuidades se separa mucho de la solucién exacta. En la Figura (2.19) se muestra que
el esquema de segundo orden dispersivo tiene oscilaciones cerca de las discontinuidades
que se propagan muy rapido en los primeros niveles de tiempo.
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Figura 2.17: Esquema Lax-Wendroff, C, = 0.5, n=50, 100, 150
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Figura 2.18: Esquema Upwind, C, = 0.5, n=50, 100, 150
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eje u(x.t)
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Figura 2.19: Esquema Leapfrog, C, = 0.5, n=50,

100, 150
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Figura 2.20: Esquema Lax-Friedrichs, C, = 0.5, n=50, 100, 150
8.0.2 Ejemplo.-

Consideremos la propagacion de una onda sinusoidal. Asi u; + au, = 0 es resuelta sujeta
condicidn inicial
sen(10mx) 0<x<0.1

u(x,0) =
0 . 01<x<10

con condiciones de frontera

u(0,t) =u(l,t)=0, ¢>0.

La solucién exacta estd dada por

0 , 0<x<ar
u(x,r) =< sen(10m(x—at)) , at<x<ar+0.1
0 , at+0.1<x<1.0
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Para un valor @ = 0.1 la solucién exacta en t = 0 y £ = 8 son mostradas en la figura
(2.21). La onda sinusoidal se propaga sin reducir su amplitud a una velocidad a = 0.1.

Soluciones computacionales fueron obtenidas con N = 40 para x en el intervalo 0 <
x < 1.0 y con un nimero de Courant Cr = 0.8. Utilizamos los esquemas de primer or-
den disipativo Upwind: figura (2.21), el esquema dispersivo de segundo orden explicito
Lax-Wendroff: (2.22), el esquema Lax-Friedrichs: (2.23) y el esquema FTCS: (2.24). La
solucién computacional es suave, pero comparada con la solucién exacta tiene un “ablan-
damiento” (o difusividad), este es consistente con la introduccién del término de viscosi-

dad artificial.

La solucién para el problema de Lax-Wendroff (2.88) es mostrada en la figura (2.22)

para los valoresde t =8.0y C, = 0.8.
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T T

tiempo = 8.200000
T T T

xacta t=0.0
08|

06F | | |

(k)

0.4t ‘

0.2y

| N

u(x)

exacta t=8.0 |
T\

| |
exacta t=0.0 7|

o | [
[ R

| - /1

-0.2
L L L L L

L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8
N=40, dx=0.025, dt=0.2

Figura 2.21: Upwind, C, = 0.8

0.9

L
0 0.1 02 03 0.4

L
X 0.6 0.7 0.8 0.9
N=40, dx=0.025, dt=0.2

Figura 2.22: Lax-Wendroff, C, = 0.8
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Resultados numéricos

tiempo = 8.000000 tiempo = 3.000000
T T T T T

T T T T T T 8 T T T T T T T
121 B I
h
6F "
1 \ b | | FTCS1=3.0
L}
4+ Iy
[ ,'\ \
exacta t=0.0 [ 2F [ ;o
exactalt=8.0| ] o h \
= | - g@\gﬁo_\‘n | N enactat-8.0
E | Z ol LN\
= | | = \ | . I
o4r | [ ] v
| | | | P | ”
\‘ ‘ MO \\ ! Y
0.2 \ e M B \ “ [
| \ g | =y Ll [
i l Lax Friedrichs t=8.0 | | \ . '
| -7 | | \ [
0 S 1,
-6 |
o2l i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
N=40, dx=0.025, dt=0.2 N=40, dx=0.025, dt=0.2
Figura 2.23: Lax-Friedrichs, C, = 0.8 Figura 2.24: FTCS, C, = 0.8
8.0.3 Ejemplo.-

Cambiamos la condicién inicial para la u; + au, = 0 por

1, —1<x<0

u(x,0) =
0, 0<x<20

Tenemos los siguientes resultados en las figuras (2.25), (2.26) y (2.27). En la igura
(2.25) se muestra que el esquema Upwind en la discontinuidad se aleja de la solucién
exacta en forma suave. En la Figura (2.26) el esquema Lax-Wendroff presenta oscilacio-
nes en la discontinuidad que se propagan en forma lenta a medida que pasa el tiempo.
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u(x.t)

Resultados numéricos

tiempo = 0.250000 tiempo = 0.500000
T T T T T T T T T T T T T T
121 q 12+
1 Bl 1 T
! 1
! \
[ |
0.8 | q 0.8 |
l [
[
0.6 q 0.6
z
El
0.4f Bl 0.4 |
| h
' I
i {
0.2 | q 02 |
{
|
! \
v
of o .
-02| - -02f
. . . . . . . . . . . . . .
-05 0 0.5 1 15 2 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18
eje x eje x

tiempo = 0.750000
T T T T T T T T T T

0.8 ! b

u(x)

0.2 ! 4

-0.2- b

L
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Figura 2.25: Upwind, C, = 0.5, n=50, 100, 150
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Resultados numéricos

tiempo = 0.250000 tiempo = 0.500000
T T T T T T T T T T T

140 4 1af

121 | 4 12f |

‘\

' [

[ i

4 bl

1 A B 1 L

1 I

h i

|
08t 4 o8
0.6 4 osf
0.4 4 o4
0.2 4 oz2f

I
I
|
of L of
02 . . . I —0.2 . . I . . . .
205 [) 05 1 15 2 " 02 ) 02 04 06 08 1 12

tiempo = 0.750000

0.8 b

0.6 b

0.4 b

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Figura 2.26: Lax-Wendroff, C, = 0.5, n=50, 100, 150
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Resultados numéricos

tiempo = 0.250000
T T

tiempo = 0.500000
T T T T T T T T T T
1

°
2
u(x)

I
02

-0.2 L") 012 014 0.‘6 018 I‘ |.‘2 1.4 115 1.8 -0.2 (‘) 012 0.‘4 0.‘6 018 1 1.2 114 1.6 1.8
eje eje x
tiempo = 0.750000
\\
08 |
06 “
0z} |
\\
o
ciox 4 1.6 1.8
Figura 2.27: Lax-Friedrichs C, = 0.5, n=50, 100, 150
8.0.4 Ejemplo.-
Sea el problema
1 0<x<1
u(x,0) = ’ - (2.105)
0, otro lugar

En la figura (2.28) se muestra la solucién aproximada del problema anterior para los
valores Cr = 0.5, a = 1,0, dx = 0.1, dt = 0.005 para un tiempo maximo de Tmax = 0.2seg.
En la figura (2.29) se muestra la solucidn aproximada de (2.105) para un tiempo Tmax =
0.4 seg. En ambas figuras se muestra la inestabilidad del esquema FTCS. En la figura
(2.30) mostramos la solucién aproximada obtenida por el esquema Upwind para Cr =

0.5, o =1.0, dx=0.01, dt = 0.005 para un tiempo maximo Tmax = 2.0 seg
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Resultados numéricos

tiempo = 0.200000
T T T T T T T T T T
1.5 | E 150 [ E
h Iy
) 1
|
! b
I (-
\ I !
; [ , P
L —_———— B L 1 B
l v R
/| o N A
" | | Y v
] 1
il | | 1 o
N [ [ ] |
| 1| [ I
_ o05F i | 4 _ osf \ |
= /| ' = . " |
= ’ " E1 I [ Y
) 1| noo '
'l | hon |
/v | 1
. R | . A " \
A N | |
[ T
[ oy
| o
1
! Voo
1
Y’ [
—05F ) 4 -05F ' ]
"
v
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
-1 —05 ) 05 1 15 25 3 35 4 -1 —05 0 05 1 1.5 25 3 35 4
FTCS, dx=0.1, dt=0.05, Tmax = 0.2 seg FTCS, dx=0.1, dt=0.05 Tmax=0.4seg

Figura 2.28: Conveccion FTCS, Tmax=0.2 Figura 2.29: Conveccion FTCS, Tmax=0.4

tiempo = 2.000000
T T T

u(x)

0.4

0.2 1

3 35 4

Figura 2.30: Upwind, C, = 0.5, a = 1.0, dx = 0,01, Tmax = 2.0seg

En las figuras (2.31), (2.32), (2.33) y (2.34) se muestra la solucién aproximada del
problema (2.105) para Cr = 0.5, dx = 0.01, dt = 0.005 en los tiempos t = 0.25, 0.375, 1.0
y 2,0 seg, respectivamente.
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u(x.t)

u(x.t)

Leapfrog
T

Resultados numéricos

Leapfrog
T

1=0.25 seg

1.4 T T T T T T T T

t=0.375

.
15
Tmax = 0.25 seg

Figura 2.31: Leapfrog, Tmax = 0.25 seg

Leapfrog
T

_04 . . . . .
- 1 1.5
Tmax = 0.375 seg

2

Leapfrog, Tmax = 0.375 seg

Leapfrog
T

t=1.0

1.4 T T T T T T T T

t=2.0

M MM

PRIV

.
15
Tmax = 1.0 seg

Figura 2.33: Leapfrog, Tmax = 1.0 seg

L
1.5
Tmax=2.0 seg

Figura 2.34: Leapfrog, Tmax = 2.0 seg
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Resultados numéricos

tiempo = 2.000000
T T

0.8

I
0.6

u(x.t)

\
I
0.2

v

7 \
0 L L = L
-1 -0.5 0 0.5

1 1.5 2 25 3 3.5
Laxfriedrics, dx = 0.01, dt = 0.05, Tmax = 2 seg

Figura 2.35: Lax Friedrichs, C, = 0.5

8.0.5 Ejemplo.-

Para afianzar nuestros resultados vamos a considerar otro ejemplo sobre el transporte
de una onda cosenoidal. Para ello consideremos valores de x en [-1,3] y ¢ en [0,2.4], el

espaciamiento en la malla para la variable x serd de Ax = 0.1, 0.05 y 0.025 para un tiempo
maximo de Tmax = 24ya=1

u; +au, =0, (2.106)
con condiciones iniciales

u(x,0) cos?mx , |x/<0.5

(2.107)
0 , en otro lugar.
yu(—1,1) =0.
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Resultados numéricos

Upwind
. ]
t=0
0.8
Cr=0.8
0.6

-

p-N t=24

2

0.4

0.2

; ‘ ‘ ‘ ‘

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 25 3

EjeX, h=0.1
Figura 2.36: Upwind, h=0.1
Upwind Upwind
Cr=0.8 Cr=0.8
t=0 t=0
‘
0.8
t=24
t=24 0.8
0.6
=3 o
© @ 0.6
E &
0.4
0.4
02 0.2
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 -1 -0.5 o 05 1 1.5 2 25
Eje X, h=0.05 Eje X, h=0.025

Figura 2.37: Upwind, h=0.05

Figura 2.38: Upwind, h=0.025
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Resultados numéricos

Lax-Friedrichs

Lax-Friedrichs

T T T T T T T T T T T T T T T
1+ B 1+ t=0
Cr=08
t=0
Cr-08
0.8F 1 08F
t=24
- 06 1 o6
o t=24 >
ir i
0.4r 4 0.4r
021 4 0.2r
. . . . . . . . . .
-1 -05 0.5 1 1 2 25 3 35 4 -1 -05 0.5 1 15 2 2.5 3 35
Eje X, h=0.1 Eje X, h=0.05

Figura 2.39: Lax Friedrichs, h=0.1

Lax—Friedrichs

Figura 2.40: Lax Friedrichs, h=0.05

T T T T T T T T
t=0
1k ]
cr-08
0.8F t=24 i
06 B
>
°
ir
0.4 —
02t g
o . . . . . .
-1 -0.5 0.5 25 3 35 4

|
Eje X,

15 2
h=0.025

Figura 2.41: Lax Friedrichs, Cr=0.8, h=0.025
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Eje U

Resultados numéricos

Lax-Wendroff
1.2 T T T T T T T

Cr=0.8
0.8 b
t=24

0.6 b

EjeU

0.4 4

02t g

02 L L L L L L L

Figura 2.42: Lax Wendroff, h=0.1

Lax-Wendroff Lax-Wendroff
T T

1.2 T T T

T T T 12 T T T T T T

Cr=0.8
t=24
0.8

0.6

0.4r

0.2

02 L L L L L L L 02 L L L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1.5 2 25 3 -1 -0.5 0 0.5 15 2 25

1 1
EjeX, h=0.05 EjeX, h=0.025

Figura 2.43: Lax Wendroff, h=0.05 Figura 2.44: Lax Wendroff, h=0.025
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Resultados numéricos

Leapfrog
T

0.8

0.6

ejeU

0.4r

0.2

_02 L L L L L L L

Leapfrog Leapfrog
T T

EjeU

02 . . . . . . . 02 . . . . . . .
= -0.5 0 05 1 2 25 3 = -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
Eje X, h=0.05 EjeX, h=0.025

Figura 2.46: Leapfrog, h=0.05 Figura 2.47: Leapfrog, h=0.025
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CAPITULO 3

METODO DE DIFERENCIAS PARA
ECUACIONES PARABOLICAS

En este capitulo la ecuacioén de difusién unidimensional serd usada como un vehicu-
lo para desarrollar esquemas de diferencias finitas explicitas e implicitas. Centraremos
nuestra atencion en la estabilidad y consistencia de varios esquemas tanto explicitos co-
mo implicitos.

La forma canoénica de la ecuacion parabdlica de difusién unidimensional o ecuacién
del calor est4 dada por

ou  J*U

donde K es la constante de difusividad.
Para determinar la ecuacién adimensional de (3.1) tomamos Uy como algin valor
particular de U (tal como el valor maximo o minimo en ¢ = 0), entonces

X U T
—_ — = —, [ = — 3.2
Y=y T (3.2)
(Tp es elegido), entonces
U Uy du
I s 3.3
9T T or -3
puesto que
U _ d_ a1
oT  dtdT  dt T
_ Uoou
N Ty ot
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y
*U  Uyo?
gL _*eod (3.4)
0X% L% 0x?
Reemplazando en la ecuacién parabdlica
Udu _ U
Tyot L2 ox?
L* du  d%u
KTy ot  dx?
Por consiguiente si elegimos
L2
T = —
L
la ecuacidn es 5 2
u u
— == 0 < 1. 35
o o2 U ©G-)

Esta ecuacion adimensional puede ser usada para tipificar diversos procesos numéricos y
se puede deducir siguiendo las leyes fisicas siguientes

1. La cantidad de calor necesario para elevar la temperatura de un objeto de masa m en
una cantidad Au es ms/Au, donde s es una constante que depende del material

usado llamada calor especifico

2. La cantidad de calor que fluye a través de una area por unidad de tiempo y propor-
cional a la tasa de cambio de la temperatura con respecto a la distancia perpendicu-

lar al 4rea (normal)
d
Q=—kAant 2t (3.6)
dx
donde Q cantidad de calor que fluye a la derecha, /A¢ longitud del tiempo durante
el cual ocurre el flujo, k es la constante de proporcionalidad llamada conductividad

térmica que depende del material usado y A es una seccién de area.

El principio de conservacion de la energia que establece que para una region R de un
so6lido
La cantidad de calor _J Alacantidad de calor que entra
consumida dentro de laregion R [ por las fronteras de la region R

La ley de conductividad térmica de cuerpos sélidos, conocida como la Ley de Fou-
rier, establece que el flujo de calor a través de una superficie S es proporcional a la
derivada normal de la temperatura sobre la superficie. La constante de proporcionalidad
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que denotaremos como k es llamada la Conductividad Térmica. Si denotamos por g la
cantidad de calor que fluye por unidad de tiempo, y por # la temperatura, obtenemos

qg= —k% = —kVu.v (1)

v es la normal a la superficie S
La Ley de Newton establece que la cantidad de calor que fluye durante una unidad de
tiempo a través del area o de la superficie del cuerpo al medio ambiente es proporcional

a la diferencia de temperatura delcuerpo con el medio ambiente. Esto es
0=—co(u—up) ()

donde o es el area de la superficie,  es el coeficiente de intercambio de calor.

Otro coeficiente térmico conocido es la capacidad térmica ¢y que se define como
cantidad de calor necesaria para elevar una unidad de volumen a una unidad de tempe-
ratura. Asi pues si conocemos el aumento de temperatura de un cuerpo y la capacidad
térmica del material, podremos conocer la cantidad de calor que fue introducida al ma-
terial. Asumiremos en este contexto que todos los coeficientes de proporcionalidad son
constantes.

Hay que observar que si Q > 0, el flujo va a la derecha, entonces % < Oestoesla

temperatura va decreciendo a medida que vamos a la derecha.
La cantidad de calor que fluye de izquierda a derecha a través de los planos B y C son

Qp = —kAAt ou en x (3.7)
dx
y
du
Qc = —kAAtg en x+ Ax (3.8)

Entonces la cantidad de calor acumulada en el volumen entre los planos B y C es la
cantidad que entra por B menos la que sale por C

u u

Qe —Qc = {—kAA: a}x —{—kA At E}x—‘r&x

u u
=kA At{ab&Ax - £|x}

Podemos decir que la ecuacion anterior representa la cantidad de calor acumulado que
eleva o baja la tenperatura del elemento de volumen si es positivo o negativo.
Por la Ley 1 tenemos que

kA At{%‘x—}—&x_ %|x} = msAu

= pAlxsAu
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donde p es la densidad y s es el calor especifico.

Dividiendo entre A Ax At
Jdu Jdu
Dy X X )y A
k—axHAAx 8x|x:ps—AL; (3.9)
y haciendo Ax, At tiendan a cero
0%u u
° 0 02
u u
oo @11
_ &k
donde K = s

En la ecuacién (3.1) la variable u se interpreta como la velocidad o temperatura. Si u
es la temperatura, la ecuacion (3.1) gobierna el flujo de calor en una barra aislada salvo en
sus extremos donde puede transferir calor al medio circundante via los puntos extremos.

En los extremos podemos tener condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann
como puede verse en la figura 3.1).

A
uyx)
1h(x)=fx)
L X
A B
=g, (1) aislamiento u=g (1)
B 5,

W= () ‘ iy =h (1)

x=0 x=L

Figura 3.1: Ecuacion unidimensional de difusion.

Para obtener soluciones tnicas de (3.1) también es necesario especificar las condicio-
nes iniciales. Estas estan dadas por u(x,0) = up(x) para un tiempo ¢ = 0.
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Ecuacion del difusion

La solucidén exacta de (3.1) satisface las condiciones de frontera (Dirichlet, Neumann
o mixtas). En unién con las condiciones iniciales (+ = 0) pueden ser obtenidas por el
método de Fourier [10],[16], [17].

Ecuacion del difusion

Construyamos la solucioén exacta de la ecuacién del calor utilizando el método de
Fourier. Para ello comenzaremos estudiando un caso particular, tomando las condiciones
de contorno homogeneas, es decir u(x,0) = ug y por simplicidad consideramos L = 1. La
solucién particular la obtenemos por separacion de variables. En efecto, sea

u(x, 1) =T()X(x) (3.12)
sustituyendo este valor en (3.1) tenemos
T ()X (x) — T () Xux(x) =0 (3.13)
Asi se obtiene

Ti(t) _ Xix(%) _
W~ X

donde A es una constante, independiente de x y de ¢ . De la ecuacioén (3.14) anterior y de

(3.14)

las condiciones de contorno concluimos que w debe satisface

T(t)+ AT(1) =0 (3.15)
X = AX (3.16)
X(0)=X(1)=0

De donde concluimos que X = sen(ﬂx) y de las condiciones de contorno obtenemos
que A = k’n?, k € Z. Asi

X(x) = sen(knx) T(t)=T(0)e ®™" (3.17)
Por tanto, una solucién particular de la ecuacién del calor es de la forma
_ B
u(x, 1) = T(0)sen(knx)e (3.13)

Observe que ella satisface la ecuacién (3.1). Utilizando la condicién de contorno y la
condicidn inicial se tiene
u(x,0) = T(0)sen(kmx) (3.19)
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Ecuacioén del difusion

Como T(0) puede tomar cualquier valor, podemos asumir que depende también de k, por
tanto las soluciones particulares estan dadas por

u(x, 0) = Tp(0)sen(kmx) (3.20)

Como la ecuacién (3.1) es lineal tendremos que las conbinaciones lineales de las solucio-
nes particulares (3.20) también satisfacen la ecuacion (3.1) y las condiciones de contorno.
Denotando por

m— i T3 (0)e X" sen(krmx) (3.21)

Vemos que la condicion inicial satisfecha por esta funcién es

z T (0)sen(kmx) (3.22)

Se prueba el analisis que toda funcién C!(0,1) que se anula en los extremos puede ser
expresada como una serie de Fourier de la forma

o 1
x) = Y csen(kmx), ¢ = / up(x)sen(kmx)dx (3.23)
k=1 0
Por tanto, un candidato a solucién de la ecuacién del calor es

zcke Rt o (kmx) 3)

con el valor de ¢ = T;(0) dado anteriormente.

1.0.1 Ejemplo.-

Problema de difusion de calor de una barra aislada

Una barra metalica de 100 cm de longitud tiene los extremos (x = 0 y x = 100) mante-
nidos a 0° C. Inicialmente la mitad de la barra estd a 60° C, mientras que la otra mitad
a 40° C. Asumiendo una difusividad de 0.16 unidades cgs y que la superficie de la barra
estd aislada, encontrar la temperatura en toda parte de la barra en el tiempo ¢.

Formulacion matematica :

u 2%u
81‘ =0. 168){ (3.24)
1(0,1) = u(100,7) = 0 (3.25)
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Ecuacion del difusion

donde

60 0<x<50
_ y USES 3.26
) {40 50 <x<100 (3.26)

Asumimos que la solucion u(x,?) es de la forma
u=X.T (3.27)

Reemplazando (3.27) en (3.24) tenemos

XT =016X'T
L — )iﬁ — )2
0.16T X
donde
T +0.1612T =0, X' +A2X =0

La solucidn de estas ecuaciones son
2
TzCle*O'lwL r X = Cycos Ax+ Czsendx
Luego la solucién es

u = X.T
e~0-162% (AcosAx+ BsenAx) (3.28)

De las condiciones de frontera (3.25) se tiene que A=0y A = % Entonces, la solucién
(3.28) queda en la forma

n27'L'2
u(x,1) = Bsen(—2_y) e~ 0-16% (3.29)

1002” xe

Usando el principio de superposicion de variables, tenemos que

oo
n

u(x,t) =" bye -0.16 1002tsen(

n=1

nw %)
100

(3.30)

donde los b,, son los coeficientes de Fourier.
Ahora reemplazamos la condicién inicial (3.26) en (3.30)

z busen(ox) = £(x)
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Ecuacioén del difusion

Asi los coeficiente de Fourier b,, estdn dados por

5 100 ni
b, = ﬁ/o f(x)sen(—=x) dx

100
2 5 nrw 2 100 nrw
- = Py dx+ —— "y d
100/0 f(x)sen( IOOX) x+ 100 Jso f(x)sen( 100x) X
120(1 cos nn) + 50 (cos " cos )
= —(1—cos—)+— — —cosn
nmw 2 nw 2
entonces tenemos 200 40 200
by="2 = py= (3.31)
73 79 3r
Asi la solucidn sera
200 40 2
u(x,t) = 78716’10”215611%)6—1— ?8—64,107:21%11%)6_'_ (3.32)

O

1.0.2 Ejemplo.-

Problema de Difusion de calor de una barra no aislada

Si la superficie de una barra delgada de metal no esté aislada sino, que la radiacién pue-
de ocurrir hacia los alrededores. Asumiremos que la ley de Newton de enfriamiento es
aplicable, la ecuacién que describe esto es

du _Ju
o o2

donde C es una constante y ug es la temperatura del medio.

— Clu—u) (3.33)

Para transformar la ecuacion (3.33) en una ecuacién de la forma

ou_
at_aaxZ

hacer el cambio de variable
u—uy= vePt

En el problema de Fourier ambos extremos se mantuvierén a 0°C. Pero que sucede
si los extremos de la barra se pueden alistar de modo que el calor no pueda ni escapar
ni entrar por los extremos. Este problema conduce a una solucién trivial, puesto que si la
barra inicialmente tiene una temperatura de 100°C y si el calor no puede entrar ni salir
por los extremos o por la superficie, entonces la temperatura permanecerd a 100°C en todo
el tiempo. Para que el problema no sea trivial tendriamos que asumir que la temperatura
inicial no es constante.
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1.0.3 Ejemplo.-

Problema de difusion de calor con fronteras aisladas

Tomemos la ecuacién de difusion de calor unidimensional
du a82u
ar  ox2’

Matematicamente las condiciones de aislamiento en los extremos de la barra colocados

0<x<L,t>0 (3.34)

enx =0y x=Ldel eje X se expresan por
ux(0,1) = uy(L,t) =0 (3.35)
Ademas la temperatura inicial la indicamos por
u(x,0) = up(x), O0<x<lL (3.36)
Entonces la solucion a la ecuacion (3.34) la indicamos por
u(x,t) = e~ (Acos Ax+ BsenAx) (3.37)
Derivando (3.37) respecto a x
e = e "**1(—AAsendx + BA cos Ax)
evaluando en el extremo izquierdo x = 0
ue(0,1) = Bre 1 = 0

B=0

Asi tenemos la solucién
u(x,t) = Ae " cos Ax (3.38)

Derivamos (3.38) respecto a x
2
uy = —Ade *sendx
evaluando en el extremo derecho x = L

ue(L,t) = —Ade *sendL

senAlL = 0
AL = nrm
L = n)L_n:, nez
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Entonces la solucién es

Omzﬂ.'zt

u(x,t)=Ae 1* (cos %x)

Para satisfacer la condicién inicial (3.36) debemos usar el principio de superposicion de
soluciones y asi llegamos a la solucién final

ay — o222 nrw
u(x,t) = 5 + > ape ™" H/L cos —~x
n=1

entonces
ap

u(x,0) = 5

- nmw
+ ’;1 A €O —=X = Uy (x)

donde 5
T
a, = Z/O up(x) cos nfxdx

1.0.4 Ejemplo.-
Conduccién de calor en una barra con condiciones no cero en los extremos
En el problema de Fourier desde el punto de vista fisico no hay razén de no haber escogido
otras dos condiciones, tales como en el extremo x = 0 se mantienen a 20° y el extremo en
x=La60.

Formulamos el problema de valor inicial

du 0%u
S =055 0<x<Li>0 (3.39)
w(0,6) =20,  u(L,t) =60 (3.40)
u(x,0) = 100 (3.41)

Por el método de separacién de variables llegamos a
u(x,t) = e OA (AcosAx+ BsenAx) (3.42)

Definamos una transformacion de variable de u# a w, esto es,

u(x,t) = w(x,t) + y(x) (3.43)
Reemplazando (3.43) en (3.39)
o _ v
ot ot
du 9*w ,
Fr EA AL
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entonces a 82
w w ’
§;=W§Q+W@» (3.44)

Utilizamos las condiciones de frontera
u(0,7) = w(0,t) + y(0) =20

w(0,1) = 20 — y(0) (3.45)
u(L,t) =w(L,t)+y(L) =60
w(L,1) = 60— (L) (3.46)

Ahora utilizamos la condicion inicial
u(x,0) = w(x,0) + y(x) =100

w(x,0) = 100 — y(x) (3.47)

Puesto que lo que buscamos es aplicar el método de separacion de variables, seria bueno
escoger

v'=0, 6 v(x) =ox+p (3.48)

Entonces la ecuacion diferencial queda en la forma
w_ P

ot Ix?

También seria bueno que los lados derechos de (3.45) y (3.46) sean ceros. Esto se consigue

(3.49)

y(0)=20,  y(L)=60

Esto nos permite determinar que o« = ‘% y B =20 en (3.48), asi que

y(x) = 42—0)6 +20

Resumiendo tenemos el nuevo problema que queda expresado como

ow 9’w

_ = _ L

5 ochz, O0<x<L,t>0
w(0,1) =0, w(L,t) =0

4
w(x,0) =100 — y(x), y(x) = TO +20
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Por el método de separacién de variables llegamos a la solucién
w(x,1) = e~ **"(Acos Ax + BsenAx) (3.50)

De las condiciones de frontera tenemos que

A:O,A:%,nzl,z,...

w(x,t) = Be~®mw1/L? sen%x (3.51)

Por la condicidn inicial
i nmw
100 — = b —
y(x) r; nsen—-x

entonces el coeficiente de Fourier b, estd dado por

2 L nmw
b, = Z/O (100 — y(x)) senfxdx

Por lo tanto, la solucién en la variable u es

= 40
N =S be T (gen™ oy 4 (T 00 352
u(x,t) nzl e (sean)+(Lx+ ) ( )

1.0.5 Ejemplo.-
Temperatura de estado estacionario en una placa semi infinita
Asumamos que los lados infinitos se mantienen a 0° y que la base de la placa (en el Eje
X) se mantienen a una temperatura constante. Asumiremos también que las caras de la
placa estan aisladas, de modo que el calor no puede entrar ni escapar de ellas. Buscamos
determinar la temperatura de estado estacionario de la placa, esto es, la temperatura que
es independiente del tiempo.

Formulaciéon matematica : Tenemos el problema de la conduccién de calor en dos
dimensiones en el plano XY y no dependiente del tiempo ¢

*u  0%u
ot = L :
8x2+8y2 0, O0<x<L,y>0 (3.53)
u(0,y) = u(L,y)=0
u(x,0) = u

Puesto que fisicamente es imposible que la temperatura llegue a ser infinita en todo punto
de la placa, asumiremos que u(x,y) es acotada, es decir,

lu(x,y)| <M,  V(x,y)eQ
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»
>

frontera acotada

frontera aislada
u(L,y)=0

frontera aislada
u(o,y)=0

N\

Y

|

Figura 3.2: Dominio de la ecuacion

Usaremos el método de separacién de variables para hallar a la solucidn, esto es,
suponemos que la solucién es de la forma

u=XY (3.54)
Reemplazando (3.54) en (3.53)
X'v+xy' =0

X// Yl/

S

X Y
X// Y//
< _)VZ T _12
X ’ Y

Resolviendo estas ecuaciones ordinarias obtenemos
X = Cjcos Ax+ CysenAx, Y= Cgely +Cpe M
Entonces la solucién es
u = (Cjcos Ax+ Cysenix) (Cgely + C4e*ky)

Asumiendo que A > 0, esta solucion llega a ser no acotada cuando y — oo. Para evitar
esto, escogemos C3 =0,

u(x,y) = e *(Acos Ax + BsenAx)
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Usamos la condicion de frontera izquierda u(0,y) = 0,
u(0,y) =Ae ™™ =0
de donde se obtiene que A = 0. Entonces la solucién sera
u= Be Msenlx
Ahora usamos la condicién de frontera derecha u(L,y) =0,
u(L,y) = Be ™senAL =0

de donde se tiene que senAL =0y A =", n€Z

La solucién a la cual se le ha incorporado las condiciones de frontera esta dada por

=Be %ysen%x (3.55)

Aplicamos el principio de superposicion de soluciones a (3.56)

> _nm nmw
u= z bpe” LVsen—=x
n=1 L

Usamos la condicion inicial u(x,0) = u,
it nmw
u(x,0) = 2 bysen—x = ug
- L
n=1
Asi que el coeficiente de Fourier b,, esta dado por

2 rL
b, = Z/o uosen%xdx
2up(1 — cosnm)
nm

Finalmente, la solucién que cumple las condiciones de iniciales y de frontera estd dada

por

nw

2o 5 1= cosnm e /L sen—-x (3.56)

u(x,y) = 7n:1 n

Por un procedimiento largo y tedioso se obtiene

b3
2ug senyx

u(x,y) = S tan”'|

]

senhTy
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1.0.6 Ejemplo.-

Problema de la cuerda vibrante

Una cuerda flexible fuertemente tensionada se le da algiin desplazamiento inicial por la
funcion f'y luego se suelta, el problema de valor de frontera para el desplazamiento u(x,?)
de la cuerda desde su posicién de equilibrio en el eje X es

d%u ,9%u

- = aﬁ’ O<x<L, t>0

w(0,t) = u(Li)=0 1>0 (3.57)
u(x,0) = f(x), 0<x<L

w(x,0) = 0 0<x<lL

donde u(x,t) es el desplazamiento de x en el tiempo 7 y L es la longitud de la cuerda.

Asumiendo que la solucién del problema (3.57) es de la forma
u=X.T (3.58)

Reemplazando (3.58) en (3.57) obtenemos

x17 = &xX'1
)i” — T_H:_;LZ
X a’T

de donde
X' +22X=0, T +&A*T=0

cuyas soluciones estan dadas por
X =CjcosAx+ Cysenix, T = Cscosalr+ Cysenalt
Entonces la solucidn es
u = (Cycos Ax+ Cysendx)(Cz cosart + Casenalt) (3.59)

Para que (3.59) se cumpla satisface la condicion de frontera izquierda u(0,¢) = 0 se debe
tener C; = 0. Y para que se cumpla la condicién de frontera derecha u(L,t) =0,

senAL = 0
nrw
A= —, €
7 n
Entonces, la solucién satisfaciendo las condiciones de frontera sera
T 71 71
u= CzsennTx (Cscos %H—Qsen%t) (3.60)
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Puesto que la tercera condicion es algo complicada, pasamos a la cuarta condicién. Para

esto derivamos (3.60) respecto a la variable ¢
nmw nrta  nwa nmra nra
=C —x(—C t+C t
U zsean( 3LsenL +4LcosL )

de donde se obtiene que C4 = 0. Asi nos queda la solucién

u(x,t) = Bsen%x. cos nTMt (3.61)

Para satisfacer la tercera condicion de frontera, primero aplicamos el principio de super-

posicién de soluciones

- nm nma
u(x,t) = Z bnsenfx. cos ——1

n=1

Para el tiempot =0
u(x,0) =up = i bnsenﬂx
n=1 L

donde el coeficiente de Fourier b, estd dado por

b, L/ uosen—xdx

Finalmente, la solucion es
2& (L nm nm nma
ulx,t) == (/ up sen—x dx) sen—x.cos ——t (3.62)
L=")o L L L
1.0.7 Ejemplo.-
Cuerda vibrante con amortiguamiento
Desde el punto de vista real el modelo matematico que acabamos de obtener falla puesto
que las vibraciones contindan indefinidamente, mientras que en realidad deberia cesar
gradualmente. Por tal motivo introducimos un término amortiguamiento proporcional a
la velocidad instantanea de la cuerda
2 2
du gt _ 2ot (3.63)
o2 ot ox2
. . Jdu . o
donde f3 es la constante de amortiguamiento y 8 R es proporcional a la velocidad instan-
tanea de la cuerda.

w(0,7) = u(L,7) = 0 (3.64)

u(x,0)= f(x), O<x<L (3.65)
u

Zr(6,0) =0 (3.66)
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Suponemos que la solucién de (3.63) es de la forma
u=X.T (3.67)
Reemplazamos (3.67) en (3.63)

XT +BX.T =a®X'.T
X// B T// B T/ B 2/2
X  aT  aT
De donde obtenemos las ecuaciones diferenciales
X' +A2%X =0, T +BT +A%*T=0
cuyas soluciones son
X =CjcosAx+ Cysenlx; T=e¢ P12 (Cs coswr + Cysenwr)

donde w = /B2/4— A2%a?

Asi tenemos la solucién
u= e P1/2(C) cos Ax+ CrsenAx) (Cs cos wt + Cysenwr) (3.68)

Incorporada la condicion de frontera izquierda u(0,7) = 0 a (3.68) se llega a determinar
que C; = 0. Del mismo modo con la condicién de frontera derecha u(L,t) = 0 llegamos a

. T
determinar que A = n—, ne 7.
La solucién modificada de (3.68) es entonces

u(x,t) = Cye B1/2 sen%x (Cscoswt + Cysenwr ) (3.69)

La ultima condicidén de frontera (3.66) nos da que C4 = 0. Mientras que para satisfacer la
condicidn inicial (3.65) aplicamos el prinicipio de superposicién de soluciones

u(x,t) = e P2y bn(sen%x) cosy (3.70)
n=1
wnla: B2
donde y = TP De modo que la tercera condicion de frontera (3.65) conduce

a
- nm
0)= =>0b —xd
u(x,0) = f(x) y; nsen—-xdx

2 (L nm
b, = Z/o f(x)senTxdx
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3.2. Principio del maximo y el decaimiento exponencial

Damos dos de las propiedades mas importantes de la ecuacién del calor como son el
principio del maximo, el decaimiento exponencial de las soluciones y el efecto regulari-
zante, el cual significa que para todo tiempo positivo la solucion de la ecuacion del calor
es infinitamente diferenciable, no importando la irregularidad de los datos iniciales.

2.1 Definici6n.-
Convergencia uniforme Una sucesién de funciones f,(x) : [a,b] — R converge unifor-
memente para f si para todo € > 0 existe N tal que

n>N = fu(x) — f(x) |< €,x € [a,b] (3.71)

Entre las principales propiedades de las sucesiones de funciones uniformemente con-
vergente tenemos

Teorema 1
Si fu(x) : [a,b] — R es una sucesion que converge uniformemente para f, y si para
todo n las funciones f;, son continuas, entonces el limite también es continuo.

Prueba. De la convergencia uniforme existe N > 0 tal que

| o) = 1) 1< 5. Ve fabl

Por otro lado, de la continuidad de fy, existe 6 > 0 tal que
x=yl< 8= o) = f(x) < 5
de estas dos ultimas proposiciones tenemos que si
|[x—y|< o
entonces

| SO = fO) <1 F ) = fv() [+ | () = v() [+ T ) = F () |

< £ 8 8
33 3

de donde se sigue la continuidad de f. ]
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Teorema 2
Si f,(x) : [a,b] — R es una sucesion que converge uniformemente para f, y si f, es
continua para todo n, entonces

Ifm / b () d = / ’ Iim f, (x)dx = / ’ Fx)dx (3.72)

n—seo

Prueba. De la convergencia uniforme existe N tal que Vn > N se tiene

| () = £(5) |< 5 vx € [ab] (373)

de donde obtenemos
b b b
[ e [ @< [ fiodr— ) [dx < e

|
este resultado vale para toda sucesion de funciones integrables que converge uniforme.

2.1. Principio del maximo

El principio del méximo establece que la solucion de la ecuacién del calor no puede
ser mayor ni menor que los datos del problema. En otras palabras, el maximo y el minimo
solamente son alcanzados en la frontera del conjunto Q x R™ =0, L[ x ]0, o[

Teorema 3
Sea u la solucion del problema

u—Au = 0, en QxRT

ulpo = g (3.74)
u(x,0) = up(x), en Q
Entonces, se cumple
Min {inf g,inf uo} <u(x,t) < Max{sup g,sup uo} (3.75)
0Q  Q Q0 Q

Prueba. Asumiremos que la funcién uy y g son continuas y que existe una solucion
continua u dos veces derivable. Si uno de los extremos de la funcién u esta en la frontera,
entonces no tenemos nada que probar.
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Razonaremos por el absurdo. Para ello introducimos la funcién v = u+ ¢ | x |>. Ob-
servamos que v satisface
Vi — Ve =—26 <0 (3.76)
Supdéngamos que el maximo de la funcién v es alcanzado en el punto (xo,#) del interior
del dominio Q x R™. Entonces tenemos que

v 0
(Vl):<0> y Ve <0

Por tanto, en el punto (xg,#) del interior del dominio se cumple
Vi (x0,70) — Av(xg,19) > 0

Esta expresion contradice la desigualdad (3.76).

Por consiguiente, nuestra hip6tesis de que el maximo de v esta en el interior del domi-
nio no es cierta. Por tanto, el méximo de v debe de encontrarse en la frontera del dominio,
Qx{0}UdQ xRy se debe cumplir

v(x,r) < max {sgp v(x,0) , salg) v(x,t)}

_ max{sup (u(x,0)+€ | x ), sup (u(x,1) +& | x 12>}
Q 2Q

= méx {sup u(x,0) +€eL? | sup u(x,1) + €L2}
Q oQ

concluimos que
u(x,t) < v(x,r) < max {sup u(x,0) +€L? , sup u(x,1) + 8L2}
Q 0Q

haciendo € — 0 obtenemos

u(x,t) < {sup up , sup g} (3.77)
Q aQ

Los mismos argumentos pueden ser utilizados para demostrar la desigualdad del la-
do izquierdo de (3.75), en el caso del minimo, con lo que queda demostrado el teorema.
|

2.2. Decaimiento de soluciones

Para demostrar el decaimiento de soluciones, utilizaremos el método de la energia que
se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 4
Sea u solucién del problema (3.74), con la condicién de que g = 0, entonces la
energia de la solucidn satisface

E(t):= /0 " u(x,1)dx < E(0)e” L (3.78)

Prueba. Multiplicando la ecuacién u; — Au = 0 por u tenemos
Ul = Uyl

la cual, utilizando férmulas estdndar de diferenciacion se puede expresar como

10, 0 ,
390" = g Uatt) ~ e

integrando sobre |0, L[ obtenemos

—E :—2/ uxxt

luego por la desigualdad de Poincare
L, L,
dx < / dx
/ ( V2 n) B

EE(t) < —ﬁE(Z)

resolviendo la desigualdad obtenemos

obtenemos

2
Tt

E(r) < E(0)e 12

de donde sigue el teorema. ]

2.3. Efecto regularizante

Esta propiedad garantiza que, dependiendo de la condicién inicial, la solucidon del
problema de conduccién del calor puede ser suficientemente regular, se resume en el
siguiente teorema
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S

Teorema 5
Sea up una funcién continua, para la cual exista una solucién u para la ecuacion del
calor
Uy —uyy =0 en  ]O,L[ x |0, (3.79)

entonces tenemos que
ueC”(10,T[ x ]0,L[) (3.80)

( ver [?] para la prueba.)

Para obtener la solucién aproximada o numérica de (3.1), esta ecuacion es discreti-
zada generando un sistema de ecuaciones algebraicas que se manipulan para generar un
algoritmo. El algoritmo da la solucidén en el nivel (n+ 1)-ésimo de tiempo en términos de
la solucién conocida en los niveles n — 1 y n.

Para discretizar (3.1) se pueden utilizar esquemas explicitos o implicitos.

Esquemas explicitos

Un esquema es explicito si la tnica variable desconocida, por ejemplo v;?“, aparece

en el lado izquierdo de la férmula algebraica como resultados de la discretizacion.

3.1. Esquema FTCS

Tenemos el esquema de diferencias progresivas para la ecuacion (3.1),

v i v
At (Ax)?
Este esquema es puntualmente consistente con la ecuacién (3.1) con un error de trunca-
miento O (At) + 0(Ax)?.
El esquema se puede escribir en la forma de algoritmo

(3.81)

v;?Jrl =i+ (1 =2rVi+nr/, (3.82)

Observar que los valores en los niveles n+ 1 se obtienen unicamente conociendo los valo-
res en el nivel n, por ello nuestro esquema pertenece al conjunto de esquemas explicitos.
Para analizar la estabilidad aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacién (3.81),

utilizando la identidad V! = =107

VL = e O 4 (1 21)0" e

= (re O+ (1 =2r) 4 re®)w" (3.83)
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donde
g(0) = re™ 4 (1—2r) + re® (3.84)

es el factor de amplificacidn el cual se puede escribir como
,0
g(0) =1—4rsen > (3.85)

tal que para cualquier valor de 0 se tiene |g(0)| < 1 si r < 0.5. Asi (3.82) producird
soluciones estables si r < 0.5. Aplicando el Teorema de Lax tenemos que el esquema es

convergente de orden [0(At), O(Ax)?].

factor amplificcion ,FTCS Factor amplificacion, FTCS

1 T T T T T T 90

1

egion inestabildad

G(THETA)

region estabilidad

1=07

Figura 3.3: FTCS, r = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7 Figura 3.4: FTCS, Polares r = 0.2

Factor amplificacion, FTCS

90 1 90 ]

Factor amplificacion, FTCS

Coordenadas Polares, r=0.7

Coordenadas Polares, r=0.5

Figura 3.5: FTCS, Polares r = 0.5 Figura 3.6: FTCS, Polares r = 0.7
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Enla figura (3.3) se muestraque |g(0)| < 1sir=0.2,0.3,0.5, es decir, los valores del
factor de amplificacion caen dentro de la region de estabilidad y |g(6)| > 1 para r = 0.7,
los valores caen fuera de la region de estabilidad.

En las figuras (3.4) y (3.5) se muestra que el factor de amplificacién (3.83 ) en coor-
denadas polares para un radio r = 0.2 y r = 0.5 caen dentro de la circunferencia |g| = 1
(region de estabiliad ) y en la figura (3.6) tenemos el factor de amplificacién (3.83) para
radio r = 0.7 que sale fuera de la circunferencia |g| = 1 (regién de inestabilidad)

3.2. Esquema Leapfrog

Usando diferencias centrales en el tiempo y diferencias centrales en el espacio tene-
mos el esquema

n+1 n—1
Vit =] :av;?+l—2vﬁ+v;‘71 (3.86)
2At (Ax)? '
( n+
M [ 14
\ZEREAN Y n
( n-1
[
Figura 3.7: Molécula de cdlculo para Leapfrog
La ecuacion (3.86) podemos escribirla en la forma de algoritmo
1 —
v;f+ =V 1+2r(v;?+1 =2V +v] ) (3.87)

El esquema (3.86) calcula los valores en el nivel n+ 1 utilizando los valores en los
niveles n y n— 1. Por ello para la primera iteracién podemos utilizar FTCS o cualquier
otro método explicito estable.

Aunque el esquema es de orden de truncamiento &'(At)? + €(Ax)?, un anlisis de
estabilidad de von Neumann indica que el esquema (3.86) tiene un factor de amplificacién

0 0
g= —4rsen2§ +4/1+ 16rzsen4§ (3.88)
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el cual es |g| > 1 para todo 0 y todo r. Esto demuestra que el esquema es incondicio-
nalmente inestable para todo r > 0. Por lo tanto, por el teorema de Lax, no puede ser
convergente.

Factor amplficcion, leapfrog Factor amplificacion, Leapfrog
90

3 T T T T T T

1

region estabilidad

180

G(THETA)
N .

egion inestapllidad

4
THETA Coordenadas Polares, r = 1.0

Figura 3.8: Leapfrog, Polares r = 0.2, 0.5, 1.0 Figura 3.9: Leapfrog, Polares r = 1.0

Factor amplificacion en polares, Leapfrog, r=0.5 Factor amplificacion en polares, Leapfrog, r=0.2
90

3

—4 r sen®(0.5 theta)+/— sqrt(1+4 r% sen*(0.5 theta)) —4 r sen?(0.5 theta)+/— sqrt(1+4 r2 sen*(0.5 theta))

Figura 3.10: Leapfrog, Polares r = 0.5 Figura 3.11: Leapfrog, Polares r = 0.2

La figura (3.8) muestra que |g(0)| > 1 para cualquier r, en particular para r = 0.2, 0.5, 1.
vemos que los valores del factor de amplificacion caen fuera de la regidn de estabilidad.

En las figuras (3.9), (3.10) y (3.11) se muestran el factor de amplificacién en coor-
denadas polares para radio r = 0.2, 0.3, 1.0 respectivamente, donde se observa que los
valores salen fuera de la region de estabilidad.
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3.3. Esquema Du Fort-Frankel

El esquema Leapfrog (3.86) puede ser modificado para producir un algoritmo estable.
Esto se puede lograr reemplazando —V; en (3.86) por —0,5(\/?4rl + v;?_l). El resultado es
la ecuacién

n+1 n—1 n+1 n—1
Vit =] :av;lﬂ_(vj Vi) +Vi (3.89)
2At (Ax)? ' '
El esquema (3.89) puede ser manipulado para producir un algoritmo explicito
2r 1-2r
n+l __ n n
i = (15 O+ (g ) (3.90)

El esquema Du Fort-Frankel (3.89) es de tres niveles en el tiempo a menos que r = 0,5,
para el cual este coincide con el esquema FTCS. Para esquemas de tres niveles, dos niveles
de tiempo de la solucién deben calcularse primero. Una alternativa es utilizar un esquema
de dos niveles para calcular el primer paso de tiempo. Este esquema esta dentro de los
esquemas de paso multiple, pues usa una diferencia central para aproximar la derivada
temporal en el nodo (j,7), asi como un promedio espacial en la parte difusa.

Igual que antes, consideremos una funcién ¢ diferenciable y utilizamos la serie de
Taylor en dimension uno.

El operador diferencial discreto L;? aplicado a ¢ es dado por

A/ BN el (/A S R
2At Ax?

L¢ =

donde, ¢7 = ¢ (jAx,nAt).
Desarrollando las serie de Taylor de la funcion ¢ alrededor del punto (x;,,) = (jAx, nAt)

(3.91)

para los valores de ¢ en los puntos vecinos.

1 1
O(x, 1+ A1) = 0 (x,) + At (x,1) + 7 AP G (x,) + 1ALy (x,) + O (Ar')
En términos de indices la serie anterior se escribe como
1 1
Ot = o7+ Arey +5; At Ont 3 At Ot + O (A (3.92)

Ahora desarrollando por serie de Taylor el término ¢ (x,# — Az) tenemos

1

0(x,t — Af) = O (x,1) — Atdy (1) + %Atztp,,(x, 0

es decir la cual en notacion de indices se escribe

1 |
07" = 0f — Mg+ S AP g — AP b + O (A1) (3.93)
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Utilizando la serie de Taylor para ¢ en la variable espacial obtenemos
1 1
¢(X+Ax7t) = (I)()C,l‘) —|—AX(PX()C, t) + EAXZ(PXX(-X? t) + an’jd)xxx(x,t) +
1
EAx“q)xxm(x, 1)+ O(AX)

y en la notacién de indice

1 1 1
07 = 0] +Axo, + EAXZ% + §Ax3 Orex + EAx“%xx(x, 1)+ O(AX) (3.94)

Finalmente, el valor de ¢ en el punto (x;_q,%,)

Ole—Axt) = B(x) ~Axd(r) + 3 AR Gu(8) — 3 A B +

%Ax“q)xxxx(x,t) +6(AY)

1 1 1
9j-1 = 9] = Axhr+ ST A o — A P+ A P+ O (AX) (3.95)

Sustituyendo estas expresiones (3.92), (3.93), (3.94) y (3.95) en las diferencias del opera-
dor discreto L?q) dado en (3.91), teniendo en cuenta que derivadas ¢, @y , Orx, Oxrxs Oxrxs
son evaluadas en el punto (x;,1,) = (jAx,nAt), tenemos:

De (3.92) y (3.93) se tiene

prtt—gr! N
# = ¢+ ?qu + O(ArY) = ¢y + O(Ar?) (3.96)
y
o+ o1 =20+ Ag, + O(ArY) (3.97)

De (3.94) y (3.95) obtenemos
O 1+ 07| =20+ A+ O(AxY) (3.98)

Sustrayendo (3.97) de (3.98), multiplicando esta difertencia por —« /Ax2 y adicionando
con (3.96) obtenemos

L = ¢ —0Qut aAPA 2By + O(AP) + O(AP) + O (APAL?)
y de ello se cumple

Lo —Lo] = oAPAX >+ O(AP) + O(AP) + O (APAx ) (3.99)
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Observamos que el esquema de Du Fort-Frankel es consistente con la ecuacion de difusion
si; &£ —0, cuando Ar—0, Ax—0

Aplicamos el criterio de von Neumann para determinar la estabilidad del esquema
(3.89). Para ello escribimos el esquema en la forma

(+2n)Vit =2r (Vi +v)) + (1 —2n) v (3.100)
ij0

en V! en esta ecuacion obtenemos

Sustituyendo g"e i

(1 +2r)gn+1eij9 —9 <gnei(j+1)9 +gnei(j—1)9> (11— 2r)gn—1eij9
Simplificando el término g"¢"/% en la ecuacién anterior se obtiene
(1+2r)g=2r (eie +e_i9> +(1-2r)g™ !
multiplicando por g a este ecuacién
(1+2r)g2—2r(e"9+e—"9>g—(1—2r):0 (3.101)
que se escribe como la ecuacidn cuadritica en g
(1+2r)g* —4r(cos@)g—(1—2r)=0

resolviendo esta ecuacion tenemos

L 4r(cos0) £ \/16r2cos? 0 +4(1 — 4r2)
8= 2(1+2r)

de esto

L 2rcos O 4/ 1+4r2cos? 6 — 472
B 142r
Obteniendo finalmente las dos raices del factor de amplificacion

4 2rcos 0 ++/1 —4r2sen’6
N 1+42r

(3.102)

Abhora analizamos los siguientes casos

1. Si se cumple que
1 —4r%sen’6 >0 (3.103)

entonces se tiene que

0< 4r%sen0 <1, esdecir 0<1 — 47%s5en*0 <1
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por consiguiente
< 2r|cos@ | +v'1—4risen’6 2l
- 1+2r T 1+2r

Concluyendo, podemos decir que si se cumpliera (3.103), la condicién de von Neu-

| e=£ | 1

mann seria satisfecha
g |<1

y el esquema de Du Fort-Frankel es estable.

. Si cumpliera
1 —4r2Sen’0 = —b> < 0 (3.104)

entonces
1 <4r’sen’ <4r?, esdecir 1—4r* = (1+2r)(1-2r) <0
como 1+ 2r > 0 entonces se tiene
1-2r<0 (3.105)

luego el factor de amplificacién es complejo

2rcos 0 L+ ib
g =T
142r

entonces el cuadrado del modulo es
2 (2rcos 0)? +4r*Sen’6 — 1

&= (1+2r)2
de donde
g P= 4rr—1  (2r+1)(2r—1)  2r—1 -1
SV T 22T (1+202 (1421

en la dltima desigualdad utilizamos (3.105). Concluimos también que bajo la res-
triccién (3.104), el esquema es estable.

Por tanto, el esquema de Du Fort-Frankel es estable sin restricciones y por el teorema

de Lax el esquema es convergente, con la tnica condicién exigida por la consistencia,

donde observamos que Af va mas rapido a cero que el valor de Ax.

Para graficar el factor de amplificacién (3.102) para le caso r > 0.5, lo parametrizamos

en la forma

B 2rcos 0

142r

| VArisen?0 —1
Y= 142r
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donde

) 4r?cos? 0 4r’sen’6 — 1

(11202 " (11202

4r%(cos? 0 +sen’0) — 1
(1+42r)?

2r—1
1+2r

tenemos
2r—1

1+2r
2r—1
1+2r

X4y = (3.106)

una circunferencia con centro en el origen y radio

Factor amplificacion Du Fort-Frankel
T T T

Factor amplificacion, Du Fort-Frankel
T T T T T

G(THETA)

region estabilidad

. . . . . . . . . . .
THETA, 1-4 £ sen’(0.5 theta)>0, 0<r<0.5 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
ejeX

Figura 3.12: Du Fort-Frankel, r — 0.2, 0.3,0.5 ~ [18ura 3.13: Du Fort-Frankel r = 1.0, 3.0

En la figura (3.12) se muestra que el factor de amplificacion (3.102) con 1 — 452 sin2(0) >
0Oy r<0.5yen la figura (3.13) se muestra el factor de amplificacién (3.102) con 1 —
4r2sin?(0) < 0y r > 0.5. En ambas figuras se observa que el factor de amplificacién cae
dentro de la region de estabiliad para cualquier valor de r.
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Faclor amplificacion, Du Fort-Frankel, Polares

4 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1
efe X

Figura 3.14: Du Fort-Frankel, Polares.

En la figura (3.14) se muestra el factor de amplificacion (3.102) en coordenadas pola-
res para un radio r = 0.2; 0.3; 0.5; 1.0 que se encuentra siempre dentro de la circunferencia
unitaria centrada en el origen (regién de estabilidad).

Los esquemas de diferencias finitas dados hasta el momento tienen el inconveniente
de ser condicionalmente estables. A continuacion presentamos una familia de esquemas
que son incondicionalmente estables.

Esquemas implicitos

2
S . . u
Para esquemas implicitos el término espacial —— en (3.1) es evaluado, al menos par-
X

cialmente, en un nivel de tiempo desconocido (n+ 1). En la practica esto permite un
acoplamiento de las ecuaciones por cada nodo (j,n+ 1) en el nivel de tiempo (n+ 1) y se
presenta la necesidad de resolver un sistema de ecuaciones algebraicas que avanza en el
tiempo.

4.1. Esquema BTCS o Euler retrasado
Un esquema implicito simple de diferencias finitas para aproximar (3.1) est4 dado por

_ g1 no_ n
Vievi o Vi 2V

At (Ax)?

(3.107)
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Para generar un algoritmo que sea posible implementarlo, la ecuacién (3.107) puede es-
cribirse como
=i (2=t =V (3.108)

donde j=0,1,....N,n=0,1,...,kmaxy r = aAtAx? Verifiquemos la consistencia del
esquema de Euler retrasado, para ello utilizamos la serie de Taylor. En efecto, observemos
que el operador diferencial continuo est dado por:

a9
ot ox?’

el mismo que aplicado a una funcién suave ¢ se tiene

L=

Lo = ¢ — .

En tanto que el operador discreto L;?, aplicado a la funcién ¢ es el siguiente

0 —9j e B/ k.
At A?

L'¢= (3.109)

Utilicemos una funcion suave ¢ y desarrollemos por Taylor en el punto (xj,1,), las
expresiones d)_]'.”l =0(xj,tn—k), 97 = O(xj+h,tn) y 07 = ¢(xj — h,1n)

O (xj,tn— AL) = G (xj, 1) — Aty (xj, 1) + O(AF),

en la notacion de indices, tenemos

oF =7 —Atg + O(AF), (3.110)

Luego la serie de Taylor de ¢ (x; — Ax,?,) en (x,1,), es

1
¢(JCJ'—AX,Z‘”) = ¢<xjatn)_qubx(xﬁtn)"i‘EAde)xx(xj;tn)_

1
1A e, ) + O ()
En notacién indicial

1

21 G+ O (AxY) (3.111)

1
Of-1 = 0 — Axgc+ S A P -

De manera similar con ¢ (x; + h,1,) en (x;,,), obtenemos

| |
¢iy = ¢>}-’+Axcl>x+5Ax2¢xx+§Ax3¢m+0(Ax4) (3.112)
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las derivadas ¢, @y, Prx, Prr SON evaluadas en el punto (x;,1,) = (jAx, nAt).
Sustituyendo las series (3.110),(3.111),(3.112) en el operador discretizado Ph7k¢;’ da-
do en (3.109), obtenemos

Ly = i (qb;’ — O +Atgy+ O(Ar?))
- (¢, +Axgc+ 5 Ax% +31 Ax3¢m +O(Ax*) — 2¢_7>
o« ([ n L 3 4
- <¢j ~ AW+ ;A %—ﬁm dere + O(AX ))
la cual se puede escrbir como

o= ! (810, + 0(0) — 2 (Mg + O(AxY) + O(AF))

Simplificando, y teniendo en cuenta la notacién del operador diferencial L y el hecho que
O(Ax?) + O(Ax?) = O(Ax?), tenemos

L'¢ = ¢ —adu+O(AP)+0(Ar)
Lo} + O(AX*) + O (At)

De donde tenemos la forma
L1 — L9 = O(AC) + O/(Ar) (3.113)

Observando que
L3¢ —Lo7 — 0, cuando Af,Ax—0

Decimos que el esquema de diferencias finitas Euler retrasado es consistente con la ecua-
cién diferencial parcial (3.107).

De la ecuacion (3.113) vemos que el orden de precision es (1,2).

Para analizar la estabilidad del esquema de Euler retrasado, utilizamos el criterio de
von Neumann. Para ello tomemos el esquema en la forma

1 1 1
—rv;-’L +(1+ 2}’)\/’}Jr - rv;.‘fl =V

sustituyendo g”eij 9 en v;?, tenemos
_rgnJrlei(jfl)G +(1 _|_2r)gn+lei9 _rgnJrlei(Hl) _gnel]G

dividiendo por g" tenemos

_rgeijee—i9+(l +2r)g€ije — rgeli®i® — (0
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multiplicando por ¢~/%
—rge*’.e +(1+2r)g— rgeie =1
De esta forma tenemos el factor de amplificacion de la forma

! (3.114)

£~ 1 +4rsen2% '

Analizando

0 0
0< senzi <1 entonces 1< 1+4rsen2§ <1+4r

De esto se tiene la desigualdad

1 1
< <
1+4r — 1+4rsen2g -

0

es decir
0<g<1<1+Ar0
Esta tltima desigualdad es la condicién de estabilidad de von Neumann, por consi-
guiente el esquema de Euler retrasado es estable sin restricciones. Asi, por el Teorema de

Lax, el esquema es convergente.

Factor amplificacion, BTCS
T T Factor amplificacion, BTCS

90

1

G(THETA)

region estabilidad

3
THETA
Polares, r = 0.5

Figura 3.15: BTCS, r = 0.2,0.5, 1.0, 2.0 Figura 3.16: BTCS, r=0.5
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Factor amplificacion, BTCS

Polares, r = 2.0

Figura 3.18: BTCS, r = 2.0

Figura 3.17: BTCS, r= 1.0

La figura (3.15) muestra los valores del factor de amplificacién (3.114) para r =
0.2, 0.5, 1.0, 2.0 que se encuentran dentro de la regidon de estabilidad. Las figuras (3.16),
(3.17) y (3.18) muestran los valores del factor de amplificacidon en coordenadas polares
para radio r = 0.5, 1.0, 2.0 respectivamente que caen dentro de la region de estabilidad

lgl=1.

4.2. Esquema Crank-Nicolson

Una alternativa de un esquema implicito para aproximar (3.1) es el esquema de Crank-
Nicolson que se obtiene promediando los esquems BTCS y FTCS.
n-+1 n+1l n+1 +1 n o n n
VI vty LA AN T 2V v

J J j+1 Jj+1 —
- = — — . 11
A 2a (Ax)? + 2oc (Ax)? (3.115)

Observar que este esquema evalda la derivada espacial como el promedio de los ny n+ 1
niveles de tiempo, es decir, en el nivel (n+ 1/2) de tiempo. Si desarrollamos Taylor en
el nodo (j,n+1/2), el esquema (3.115) es consistente con (3.1) con un error de trunca-
miento &(At)? 4 €'(Ax)?. Esta es una considerable modificacion de los esquemas BTCS
y FTCS que son solo de primer orden de precisién en el tiempo.

Para generar un algoritmo, la ecuacién (3.115) puede escribirse en la forma

—0.5rVIE + (14 )V —0.5mH = 0.50 + (1 =)V} +0.5m (3.116)

Este esquema utiliza 6 puntos de lamalla, (x;_1,2,), (Xj,2a), (Xj1,80)s (Xj—1,tns1)s (X, tag,
(Xj+1,tn41) y luego utilizaremos la serie de Taylor en dos variables.
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Para analizar la consistencia del esquema de Crank-Nicolson, utilizamos una funcién
¢ suficientemente diferenciable, luego utilizamos la serie de Taylor en dos dimensio-
nes para escribir los valores ¢ (x;_1,%,), @(Xj,2n), @ (Xjr1:80)s O(Xj—1,8n41)s O (Xjstug1) Y
¢ (Xj4+1,t+1) en el punto (xj,tn+%).

En efecto: Por simplicidad denotamos por (x,7) el punto (x;,7, . ! ), tenemos que el
operador diferencial discretizado L”-q) es dado por:

1 1 1 1
¢;l+ - ¢Jn - la¢;l:1 2¢n+ +¢n+ B 106 j+1 2¢ +¢Jn 1
At 2 Ax? 2 Ax?
donde, ¢7 = (jAx,nAt).
Las series de Taylor son

At

(])(X Axt—?) = (P(x’t)_AX(Px(x?t)

L’}(I) = 3.117)

At 1
- ?(P;(x,t) + EMZ‘PM(%[) +

A 1 (Ar)? AP
st + 5 (5 ) o) - S denln) -

A3 At)? At
( 2 ) Orze (x,1) — ( ;,) AxQyy (x,1) — (ZL!)A)CZQM(%[) +
ﬁ( )+ O(Ax)* + O(AP Ax) + O(AtAS) + O (AFPAP).

Utilizando la notacion discreta, eliminando las notaciones del punto (x,7) tenemos que la
serie anterior se escribe como

il At 1 At 1 [Ar\?
¢l = 9 2—M¢x—7¢t+amz¢xx+?m¢xt+i<E> Oue

AP A3 A2 At
_?d)xxx - ( ) Oree — ( AxQyyr — (2‘) sztpm (3.118)
+0(Ar)* + ﬁ’( ) + ﬁ(At3Ax) + O(AtAP) + O (AP AX?)
Ahora el término ¢ (x;,1,) se aproxima por Taylor en (x;,?, 1 ) obteniendo
3
n nti At 1 At 2 (%) 4
o; = 0 2—7@‘1‘5(7) ¢tt_T¢ttt+ﬁ(At) (3.119)

Asi también el valor ¢ (x+ Ax,t — At /2) se expresa como

il 1 [(A\?
¢J"1+1 = ¢j P+ Axpy — ¢t+ Ax2¢xx Ax¢xt+ <7> O

Ary3 Ary2 At
+ A3—x,3¢xxx ( ) ¢ttt+( ) At s — (2‘)sz¢xxz (3.120)

+0(A)* + ﬁ’( )+ ﬁ’(At3Ax) + O(AtAP) + O (AP AX?)
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Nuevamente el valor ¢ (x — Ax,7 + At/2) es expresado como
2
1 il At 1 At 1 (At
¢J'~1j1 = 0; ? = Axdy + ?¢t + 5Ax2¢xx_ ?qu)xt_'_ A) Ore

A Ar\3 A2 At
- —¢xxx+ (3,) Prer — (2') AxQy + (2‘)sz¢xxt (3.121)

+O(A)* + O (A1) + O (AXAP) + O (A Ar) + O (APAF)

Ahora el valor ¢ (x;,1,1) se aproxima por Taylor en (x;,7,, 1 ) obteniendo

arl A 1 /A Ary?
ot = ¢j+2+?¢t+5<?> ‘f’ﬂ+(23—')¢m+ﬁ(m)4 (3.122)

Finalmente, el valor ¢ (x;41,%,+1)

il A 1 A 1 [(Ax\?
O = 07 At T+ ARG S At () Ou
3 A3 A2
+ Ai¢m+( ) ¢m+( ) Ax¢xzz+QAX2¢xx; (3.123)
+0(Ar)* +ﬁ( )t +ﬁ(AxAz )+@’(Ax3m)+ﬁ(m2m2)

Ahora construyamos por partes el operador discreto L;® dado en (3.117)
Utilizando las series (3.119) y (3.122) tenemos

n+1 n At 2
¢ q) — ¢l‘+2(2)
A 3!

Ot + O (A = ¢, + O(Ar)? (3.124)
Nuevamente, utilizando las series (3.118), (3.119) y (3.120) tenemos

Zd) + ]+l
Ax2
Y de las series (3.121), (3.122) y (3.123) tenemos

= Out O(Ax)? (3.125)

(PI'H-] 2¢{’l+1+¢{1+1
o L g+ 0(Ax)? (3.126)

Sumando las féormulas (3.125) y (3.126) previamente multiplicadas por o/2 y sustraer
de (3.124) obtenemos el operador discreto

Lo = ¢ — 0+ O (A1) + O(Ax)* = Lo} + O (Ar)* + O (Ax)? (3.127)
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Esta dltima ecuacién puede ser escrita como
Lo} — L9 = O(Ar)*+ O(Ax)? (3.128)

De la ecuacion (3.128) concluimos que L7 — L;¢ — 0, cuando Ar — 0y Ax — 0. Por
lo que el esquema de Crank-Nicolson es consistente con la ecuacion diferencial parcial
de difusién, asi como en la misma ecuacién (3.128) vemos que el esquema tiene orden
de precision (2,2). Para analizar la estabilidad nuevamente utilizamos el criterio de von
Neumann en el esquema

n+1 nt+l _ H ntl n+1 o )
Vi v’?_1 v 2vJ +vii 1 V;FH 2vj+vj_1

J J Jj+1
=— —o
k 2 h? 2 h?
Sea r = oAt Ax~2. Sustituyendo g"¢'/® por v/} obtenemos
gn+leij9 _gneije _ %r [gn+lei(j+1)6 _2gn+leij9 +gn+1€i(]>1)e} i
1

5 [gnei(j+1)9 —2g"eli® _‘_gnei(jfl)e}

Simplificando el término g"¢"/% en la ecuacién anterior se obtiene

1 , ; 1 /. j
g—1= 5 (gele — 2g+ge"6> + 57" <e’9 -2+ e_le) (3.129)

Entonces la ecuacién (3.129) se transforma en

29

0
g=1- Zgrsenzi —2rsen >

de donde obtenemos el factor de amplificacion

1— 2rsen2%

=_ " 2 3.130
1+2rsen2% ( )

8
La condicion de estabilidad exige que |g(0)| < 1, lo cual es cierto para cualquier 6, r >
0. Asi el esquema es incondicionalmente estable y por el teorema de Lax, [7],[10],[?],
es convergente. Debido al orden de precision temporal de segundo orden, el esquema

de Crank-Nicolson es un muy popular esquema para resolver ecuaciones diferenciales
parciales.
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4.3. Esquemas semi-implicitos

Una generalizacion de (3.115) puede ser obtenida escribiendo

AVVHI
Aft = af(1—B)LuV} + BLeoV} ], (3.131)

donde Av;“l = V?H — v}, 0< B < 1.Si =0 se tiene el esquema FTCS. Si § = 0.5 se
obtiene el esquema de Crank-Nicolson y si § = 1 se obtiene el esquema BTCS.

Un andlisis de estabilidad de von Neumann para (3.131) indica que la solucién es
estable si 0 S(Ax)2

At < m (3.132)

para el caso 0 < 3 < 0.5, y no hay restricciones si 0.5 < f3 <'1.

Puede notarse que el esquema de Crank-Nicolson estd en la frontera del régimen de
estado incondicionalmente. Para muchos problemas de fluidos estables, este esquema es

eficiente, por ejemplo, para problemas de transporte.

Factor amplificacion Crank Nicolson Factor amplificacion Crank Nicolson
T

90
1

G(THETA)

3 4
THETA Coordenadas polares, r=0.5

Figura 3.19: Crank-Nicolson Figura 3.20: Crank-Nicoloson, radio = 0
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3.5.

Factor amplificacion Crank Nicolson Factor amplificacion Crank Nicolson
90

1

Coordenadas polares, r=1.0 Coordenadas polares, r=2.0

Figura 3.21: Factor de amplificacion Figura 3.22: Factor de amplificacion
Crank-Nicolson, Polares r = 1.0 Crank-Nicolson, Polares r = 2.0

En la figura (3.19) se muestra el factor de amplificacién del esquema (3.115) para
los nimeros de difusién de r = 0.5, 1.0, 2.0, 4.0, los cuales caen dentro de la regién de
estabilidad.

En las figuras (3.20), (3.21) y (3.22) se muestra el factor de amplificacion del esquema
(3.115) graficado en coordenadas polares para niimeros de difusién » = 0.5, 1.0, 2.0.

Estabilidad de esquemas de diferencias finitas

Los conceptos de convergencia, consistencia y estabilidad se llevan a cabo sin cambios
cuando generalizamos, como la definicion de precision; el principal cambio tiene ver con
el aumento en la complejidad de los esquemas, sobre todo los esquemas implicitos. Hay
muchos esquemas para sistemas multidimensionales que sirven para varias aplicaciones,
tales como el anélisis de flujo de un avidn en ingenieria aerondutica, predicciones numé-
ricas del clima en metereologia y reservas de petréleo en geologia. No podemos presentar
esquemas particulares para estas aplicaciones, pero las ideas que nosotros introducimos
son utiles en cada uno de estas areas.

Discutiremos la ecuacién de convecciéon unidimensional y la ecuacién difusion, y
mostramos ahora cuanto de lo que dijimos se lleva a cabo para sistemas de la forma

w+Au, =0 (3.133)

u; = Buy, (3.134)
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donde u es un vector de funciones de dimensién d y A y B son matrices de orden d X
d. Para que el sistema (3.133) sea hiperbdlico la matriz A debe ser diagonalizable con
autovalores reales, y para que (3.134) sea parabdlico todos los autovalores de la matriz B
deben tener parte real positiva.

Casi todo lo que hemos hecho para ecuaciones escalares lo extendemos para sistemas
de ecuaciones. Por ejemplo, las derivaciones del esquema Lax-Wendroff para la ecuacion
de la onda unidimensional y el esquema Crank-Nicolson para la ecuacién de conveccion y
la ecuacidn del calor no requieren cambios cuando lo aplicamos a sistemas de ecuaciones
donde se reemplaza a por A 'y o por B, respectivamente. La principal diferencia esta en la
prueba para la estabilidad.

En la prueba de estabilidad para esquemas de un paso para sistemas no obtenemos
un factor de amplificacién escalar, sino un factor de amplificacién dada por una matriz
G. La matriz de amplificacién es obtenida haciendo la sustitucién de G” €'/ por v;l La
condicidn para la estabilidad es que para cada T > 0, existe una constante C7 tal que para
0 <nk <T, tenemos

IG"| < Cr (3.135)

Una gran simplificacidon para ayudar a analizar (3.135) para sistemas hiperbdlicos
ocurren cuando el esquema tiene G como una funcién polinomial o racional de la matriz
A (e.g. los esquemas de Lax-Wendroff o Crank-Nicolson). Entonces, la misma matriz que
diagonaliza la matriz A en (3.135) diagonaliza G, y la estabilidad del esquema depende
solo de la estabilidad de las ecuaciones escalares

w+au, =0 (3.136)

donde a, son los autovalores de A. Para el esquema Lax-Wendroff , la condicién de esta-
bilidad para (3.133) es |¢;A| < 1 parai=1,...,d.

Similares métodos pueden ser aplicados a sistemas parabodlicos, especialmente para
esquemas disipativos con o constantes. La matriz que transforma la matriz B en una ma-
triz triangular superior puede también ser usada para convertir G en una matriz triangular
superior.

Para cada uno de estos casos, si G = UéU_l, entonces G" = UG"U ! y asi

6" < llwliu=Iie". (3.137)

Esto implica que la estimacion (3.135) serd satisfecha para G si una estimativa similar se
tiene para G.
Para esquemas generales la situacién no es muy buena. Una condicion necesaria para
la estabilidad es
lgv| =1+ KAt (3.138)
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3.6.

para cada autovalor gy de G, pero esto no es suficiente en general.

5.0.1 Ejemplo.-
Un ejemplo un poco artificial en el cual la condicién (3.138) no es suficiente para la
estabilidad es obtenida considerando el sistema

u =

@ =

con un esquema de primer orden de precisién

In+l In _ 2n A~ 2n 2n
Vj = VJ' r(vj+1 2Vj +Vj*1)
2n+1 2n

v = v

La matriz de amplificacion es

G- 1 4rsen2%9
0 1

21
G — 1 4nrsen“56
0 1

Puesto que ||G"|| para 0 igual a 7 no es acotado, concluimos que el esquema no es estable.

y asi

Implementacién numérica

Esta seccion esta dedicada a la implementaciéon numérica de los esquemas de dife-
rencias finitas para el problema de conduccién del calor unidimensional analizado en la
seccion anterior. Haciendo un estudio comparativo de los esquemas, resolviendo el mismo
problema bajo condiciones similares y para los mismos valores de los parametros.

Para ello utilizamos el problema siguiente

W = Uy, 0<x<L,t>0
P) u(0,r) = g1(1), t>0

u(lL,t) = gt), >0

u(x,0) = up(x), 0<x<L

Sea L =1yseah=L/N el espacio entre puntos de la malla. Como en algunos casos la
estabilidad depende de Ax y Atz (el espacio entre los puntos temporales) la implementacién
se realizara para algunos valores del parametro r = oAt / Ax?
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Comenzaremos implementando el esquema implicito de Euler retrasado, para ello
lo escribimos en la forma

—rvﬁll-l-(l"‘z”)r?“_r"?ﬂ =V (3.139)

Escribiendo (3.139) para j = 1,...N — 1 aparece un sistema de N — 1 ecuaciones con
N + 1 incbgnitas

—rvg‘H +(1—{—2r)v’1“rl —rng =V
n+1 n+1 n+1 _ n
T+ (142 — vy =V
n+1 n+1 n+1 _ n
—rvi (1420 — v = V
+1 +1 n+tl _  .n
—rvy o (12 — vy = Vi
Observamos que en este sistema de ecuaciones, los valores —rng en la ecuacién

j=1ly —rv;’\,+1 en la ecuacion j = N — 1 son conocidas, por lo que deberian pasar al lado

derecho de la ecuacién. Esto hace que el sistema resultante sea cerrado, es decir solo tiene
N — 1 incégnitas, el cual puede ser escrito, para cada n en forma matricial como

AU = pt (3.140)

donde A es una matriz tridiagonal de orden (N —1) x (N —1)

[ 14+2r —r 0 ... 0 0
—r 14+2r —r ... 0 0
A=
0 0 —r 14+2r —r
0 0 —r 142r

mientras que U"*! y b son vectores de orden (N — 1) x 1

1 r 1

v'fJr v’f—i—rvgJr

n+1 n

1%} V2

n+1 __ n+1 n__ n
U = | Vi y b = 1%
+1
VN2 V2
n+1 n +1
L V-1 ] | Vo HN
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Para resolver el sistema (3.140), se puede utilizar eliminacién Gaussiana, asi como
también factorizacion /u. Para ello consideremos el sistema tridiagonal general de la for-

ma Tkl ] - 7
- 1| V! b
d ¢ 0 ... 0 0 o b;
a d ¢ ... 0 0 2
A= v?“ = b;
0 0 an—3 dyv-2 ¢N-2 ' '
Vi by-
0 O 0 an_> dyn_q NJ:IZ N=2
- ol /I I R

de tal manera que sea diagonal dominante, es decir se cumple
\di| > [cil +ai-1l,

El hecho de que una matriz sea diagonal dominante, es suficiente para usar eliminacién
Gaussiana sin pivotamiento y factorizacion [u. El sistema (3.140) es un sistema diagonal
dominante.

La factorizacién [u de la matriz tridiagonal A se puede esquematizar en la siguiente
forma

d e 0 .. 0 0 1 0 o .. 0 0 w e 0 .. 0 0
aq b oo .. 0 0 Lo1o0 .. 0 0 0 w ¢ .. 0 0
0 0 ay_o  dy_i cN—1 0 0 In_2 1 0 0 0 0 UN_2  CN—|
0 0 0 ay_i  dy 0 0 0 Iy 1 0 0 0 0 uy

Supongamos que los elementos de la matriz tridiagonal se guardan en tres vectores
columnas d, c y a, con los que obtendremos los vectores que conforman las matrices [ y
u, entonces el algoritmo para la factorizacion seria el siguiente:

LET ul = dl
DO i=2,N
1(i-1) = a(i-1)/u(i-1)

u(i) = d(i) - 1(i-1)=*c(i-1)
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END DO

Luego se resuelve el sistema, calculando U a partir de / y de u, primeramente se resuelve
el sistema triangular
lY=B

por sustitucién progresiva

LET yl = bl
DO i =2, N
yi = bi-1(i-1)xy(i-1)

END DO

Finalmente, se resuelve el sistema

ulU =Y
por sustitucién hacia atrés
LET V(N) = y(N)/u(N)
DO i=N-1,1
V(1) = (y(1)-c(i)*V(i+1))/u(i)
END DO

Este proceso es ejecutado para obtener U"! y se repite para cada nivel el algoritmo
para hallar la solucién del problema.

A continuacién, implementamos el esquema implicito de Crank-Nicolson. Para ello,
escribimos el esquema en la forma

—iE Q2T = = v+ (220 (3.141)
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Observamos que este esquema de diferencias, al igual que el anterior, genera un sistema
de N — 1 ecuaciones con N — 1 incdgnitas que puede ser escrito en forma matricial como

AU™! =t (3.142)

donde A es una matriz tridiagonal de orden (N —1) x (N —1)

[ 242 —r O ... 0 0
—r 242r —r ... 0 0
A—
0 0 —r 242r —r
i 0 0 —r 2+2r_

mientras que U”*! y b" son vectores de orden (N — 1) x 1

e
Vi

n+1
V2

n+1 __ n+1
U =1 v

+1
0,
+

W+ (2 =20V it
Wi+ 2 =2r\Vi+n%

b" i+ Q=2r)Vi+

+rvi s+ (2=2r)Vy_, F v
Fr_, (2 =2r)V_ v+ rvf‘\,“ ]

Para resolver el sistema (3.142), se puede seguir los mismos pasos que se hizo al
resolver el sistema tridiagonal obtenido por el método de Euler retrasado

La implementacién del esquema de Du Fort-Frankel es simple porque es un esque-
ma explicito de paso miltiple, por consiguiente, este esquema se ejecutari a partir del
segundo nivel de tiempo, necesitando para ello los valores en los niveles n = 0 (que es
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la condicién inicial) y n = 1, el cual puede ser obtenido, ejecutando una tnica vez un
esquema de un solo paso, como por ejemplo el esquema de Euler progresivo o (FTCS)

I = (1=2rVi (Vi A1), j=1,..N=1,  n=0 (3.143)

A continuacién , los valores en el nivel n+ 1 se calculan por la férmula

2r 1-2r
+1 _ -1 P —
V;! —<m> (v;!+1+v;!1)+<1+2}">v? s ]—1,...,N—1, l’lZ]
(3.144)
Presentaremos resultados obtenidos por los tres esquemas en las mismas condiciones,

luego se hace una comparacion con la solucién exacta, a fin de observar sus propiedades
presentadas en el anélisis tedrico. Para ello, consideramos el valor o = 1, las condiciones
de contorno
g81=0 £=0
y la condicion inicial
uo(x) = sen(mx), 0<x<1

cuya solucién exacta es conocida
-2t
u(x,t) =e " 'sen(mx)

Esto nos permite calcular el error cometido en la implementacion de cada esquema, en el
n-esimo nivel, con la norma 4y,

N
leal =13, 1v; it
j=0

donde u’; = u(jh,nk). Hacemos énfasis que solo en este caso, el primer paso del esquema
de Du Fort Frankel es calculado con la solucién exacta, de esta forma el error que aparece
en la siguiente tabla es un error del método mismo, y no de una combinacién de dos
métodos

También presentaremos resultados para diferentes valores del pardmetro r y de alli se
obtendra el valor de k = h?/r y si fijamos el valor que deseamos alcanzar T, entonces el
niimero total de pasos en el tiempo se calcularan por la formula Kmax = T /k.

Por ejemplo, los resultados que se presentan en las figuras (3.23), (3.24) y (3.25), se
obtuvieron con Ax = 0.1, T = 0.1, r = 1. Observemos que se presentan las soluciones
aproximadas comparadas ( lineas continuas ) con la solucién exacta ( lineas trazadas ),
también se presenta el el error obtenido en el tiempo 7" con la norma de /; de las funciones
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discretas. Es natural observar que el esquema de Crank-Nicolson es mas preciso por tener
una orden de precision (2,2) a diferencia del esquema Euler retrasado que tiene orden de
precision (1,2), y de Du Fort-Frankel que es de orden (2,2); pero con la condicién de k
va para cero mucho mas rapido que /.

Esquema r | error=|e||»
Euler Retrasado | 1.0 | 0.01437
Crank-Nicolson | 1.0 | 0.001933
Du Fort-Frankel | 1.0 | 0.02303

Du Fort-Frankel

Euler retrasado

Figura 3.23: Du Fort-Frankel Figura 3.24: BTCS o Euler retrazado

Crank-Nicolson

Figura 3.25: Crank-Nicolson

3.7. Aplicaciones

Esta seccion estd dedicada a la presentacion de los esquemas de diferencias finitas
para el problema de conduccién de calor unidimensional analizados en su estabilidad y
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consistencia en la seccién anterior. Hacemos un estudio comparativo de los esquemas
resolviendo el mismo problema bajo condiciones similares y dependencia de los pardme-
tros.

Presentamos resultados obtenidas con los esquemas de diferencias en las mismas con-
diciones, luego se hace una comparacién con la solucién exacta, a fin de observar sus

propiedades presentadas en el anélisis tedrico. Para ello, consideramos el siguiente pro-
blema

u 0%u
— = —, 0 1, t>0
5 oo, 0<x<l, 1>
u(0,¢) = u(l,r)=0, t>0
u(x,0) = sen(mx), 0<x<l1

cuya solucidén exacta es conocida
—r2t
u(x,r) =e "'sen(mx).

Tomamos los datos h=0,1,c =1y r=1.0

FTCS - Solucion exacta

du Fort-Frankel - Solucion exacta

035 G BN PN

/ ) 025

/ \ [25

0.05
0.05]

L L L L L L
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tmax=0.11=0.1 alfa=1 =1

Figura3.26: T =0.1,h=0,1,r=0,5 Figura3.27: T =0.1,r =1
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Crnak-Nicolson - exacta

035 exacta

~
.

025

0.15

005

6
Crank-Nicolson, h=0.1, r=1

Figura3.28: T =0.1,r=1

Varios esquemas de diferencias finitas fueron usados para representar la ecuaciéon mo-
delo (3.1) en las secciones previas. Es sumamente importante experimentar con la aplica-
cién de estas técnicas numéricas. Se espera que escribiendo en cédigo de computadora y
analizando los resultados, se obtengan visiones adicionales en los procedimientos de so-
lucién. Por consiguiente, esta secciéon propone un ejemplo y soluciones del presente por
los varios métodos. Ademas, animamos a los lectores a desarrollar este tipo de ejemplos
desde que uno gana valiosa experiencia escribiendo en cédigo propio en la computadora
y superando las dificultades en el proceso.

Como un primer ejemplo, considerar un fluido acotado por dos placas paralelas ex-
tendidas al infinito tal que ningin efecto se encuentra en el infinito. Las paredes del plano
y el fluido son inicialmente iguales. Ahora, la pared mas baja se acelera de repente en la
direccion del eje X. Un sistema de coordenadas espacial es seleccionado tal que la pared
mas baja incluya al plano xz para el cual el eje Y es perpendicular. El espaciamiento entre
los dos planos es denotado por L.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para este problema pueden expresarse como

2
% = ch—yl; (3.145)
donde « es la viscosidad cinemaética del fluido. Se requiere computar el perfil de velo-
cidades u = u(y,t). Las condiciones iniciales y de frontera para este problema son como
sigue:
(a) Condiciones iniciales

t=0, u=Uy paray=0
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u=0 para 0<y<L

(b)Condiciones de frontera

t>0, u=Uy paray=0
u=0 para y=L

El fluido es aceite con una viscosidad cinematica de 0.000217 m? /s, y el espacio entre los
planos es de 40mm. La velocidad de la pared inferior es especificada como Uy = 40m/s.
La solucién para la velocidad es obtenida para 1.08 segundos.

Perfil de velocidad obtenido por el esquema FTCS, dy=0.001,t=0.002 Perfil de velocidades obtendia por el esquema Du Fort-Frankel
45 T T T T T 45 T T T T T

U(M/SEC)
U(M/SEG)

001 0 001 002 003 004 005 001 0 001 002 003 004 005
Y(M) Y(M)

Figura 3.29: FTCS Figura 3.30: Du Fort-Frankel

En las figuras (3.29) y (3.30)se muestra los perfiles de velocidad para la funcién u.

Otro ejemplo es cuando se tienen fronteras aisladas, donde los extremos de una barra
se pueden aislar de modo que el calor no pueda escapar ni entrar por los extremos. Sin
embargo, esto conduce a un problema trivial puesto que si la barra inicialmente tiene una
temperatura de 100°C grados centigrados y si el calor no puede escapar ni entrar por los
extremos o por la superficie, entonces la temperatura ciertamente permanecera a 100°C
grados centigrados todo el tiempo.

Para tener un problema no trivial tendriamos que asumir que la temperatura inicial no
es constante. Asumamos por tanto que la barra est aislada en ambos extremos como tam-
bién en la superficie, pero que la distribucién de la temperatura inicial esti especificada
por alguna funcién f(x) donde 0 < x < L.
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Formulacion matematicas. Usamos la ecuacion diferencial

Ju 0%u

o Yox
en las fronteras tenemos que la cantidad de calor que atraviesa el extremo x = 0 es propor-
cional a la derivada parcial de la temperatura de u respecto a x en x = 0, esto es, % (0,1).
Asi, si en el extremo x = 0, la barra estd aislada, significa que ningtin calor atraviesa
este extremo, de modo que %(O,t) = 0. Similarmente el extremo derecho en x = L, la
temperatura de la barra estd aislada, esto es, % (L,t)=0.
La condicién inicial esti dada por la funcién

60 , 0<x<50

FO=9 40 | s0<x<100

La solucion exacta obtenida por el método de separacion de variables para o = 0.16
es

40 -
u(x,r) =50+, {Esen%} 1610wt cos(’%g) (3.146)
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LA ECUACION DEL
TRANSPORTE

4.1. Ley de conservacion de masa

Sea p > 0 la densidad de concentracién de un contaminante que se difunde en un
medio poroso(porcién del espacio ocupada por un material) homogéneo(en el cual la po-
rosidad es independiente donde se calcula su valor) y que es transportado por un fluido a
velocidad a. Entonces se cumple la ley de conservacion de masa.

Supongamos que un tubo circular delgado de longitud L coincide con el eje X en el
intervalo [0, L], ademas en la secci6n transversal las propiedades como la concentracién
de masa y velocidad son constantes. También se supone que el flujo dentro del tubo es solo
en la direccion del eje X. Ahora sea p(x,7) la densidad de concentracién del contaminante
en el punto x y en el tiempo ¢. En la seccidn transversal, de x| a x, la masa total esta dada
por

0
masa en [x1,x3] en el tiempo t :/ p(x,1)dx 4.1)
X

Suponiendo ademaés que las paredes del tubo son impermeables y que la masa no se crea
ni se destruye, por lo tanto, la masa en el volumen de control puede cambiar inicamente
por el flujo de un extremo x; y el otro extremo x;. Por lo tanto, el flujo de la concentracién
p en el punto (x,7) estd dado por

Sflujo de masa en (x,t) = a(x,t)p(x,t) 4.2)
donde a(x,t) es la velocidad de concentracion. Por lo tanto

variacion de la masa en [x1,x;] = flujo en (x1,t) — flujo en (x3,1)
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es decir 4
| plendx=p(anatn,0) - plxzst)ate ) @3)
x|

que es la forma integral de la ley de conservacién de masa.
El lado derecho de (4.3) se puede escribir como
X2 a
- a(p(xat)a(x7t))dx:p(xlat)a(xl)t)_p(x27t)a(x2’t) 4.4)

X1

llamado flujo convectivo o adventivo en el volumen [xi,x,].
Luego la ecuacién (4.3) se puede escribir como

X2 X0 a
/x Sp(x )t /n 2 (p(x1)a(x,1)dx =0 4.5)

de donde o 4 5
/ P+ (P al ) Jdx =0 4.6)

la cual es valida para todo x en el intervalo [x},x;], para > 0. Luego se concluye que el
integrando es idénticamente cero, es decir

d )
Ep(x, 1)+ a(p (x,t)a(x,1)) =0 4.7)

que es la forma diferencial de la ley de conservacion.
Si consideramos la velocidad del fluido a(x,#) constante se tiene

0
— t — =0 4.8
Pt +as-p(x,1) =0, (4.3)
la cual se conoce con el nombre de ecuacion de conveccion.

Si ademas del flujo convectivo a(x,)p(x,t) consideramos el flujo difusivo como pro-
porcional al gradiente de concentracién del contaminante, es decir, se cumple que

d
flujo difusivo = ——Q
dx
Usando la ley de Darcy ! el flujo se escribe como
ap
=—0—=— 4.9
P (4.9)

'El caudal drenado Q volumen por unidad de tiempo es proporcional a una seccién transversal A,
proporcional a la diferencia de alturas H e inversamente proporcional a la longitud de la seccién L, es-
toes Q= ka donde k conductividad hidraulica. Esta ley se puede expresar en forma diferencial
0=k dydz
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donde « es el coeficiente de dispersion. Entonces

90 I(-aP)  Pp
o= o % (4-10)

Si ademads consideramos una fuente generada por absorcién(proceso no estacionario, el
cual hace crecer o decrecer la cantidad de sustancia disuelta y tiende a nivelar los perfiles
de concentracién en el medio en movimiento) la concentracion del contaminante, la ley de
conservacion de masa puede ser escrita como Tasa de cambio de la concentracion dentro
del volumen de control = flujo convectivo en el volumen de control + flujo difusivo en el
volumen de control + fuente y sumideros

dp  dIp  I%*p

Esta ecuacién es llamada ecuacion del transporte como combinacién de conveccion y

difusién o también es llamada ecuacion de Burger lineal viscosa.

En adelante usaremos la notacién u en lugar de p para tratar problemas mas generales.
Enseguida examinaremos en su consistencia, estabilidad y convergencia algunos de

los esquemas de diferencias finitas para la ecuacion del transporte como son los esquemas

FTCS, Upwind, Du Fort-Frankel, Lax Wendroff y Crank-Nicolson, que fueron investiga-

dos previamente para la ecuacién de conveccidn y difusion.

Esquemas explicitos

2.1. Esquema FTCS

Recordar que el esquema FTCS para la ecuacidn de conveccion es inestable para todo
valor del nimero de Courant C, y condicionalmente estable para la ecuacion de difusion
para los nimeros de difusién r < 0.5.

Ahora si aplicamos el esquema FTCS a la ecuacidn del transporte (4.11) tenemos

LR e e L/

J J
- 4.12
YRR S VNSE: (4.12)

el cual, como un algoritmo, puede ser escrito como

Vi = (r+0.5C )V + (1 =2rVi+ (r—0.5C)V} (4.13)
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j=0,..,N, n=0,..Tmax, y r=aAt/(Ax)> C,=aAt/Ax.donde la matriz asociada
al esquema es

[r+0.5C, 1-2r r—0.5C, 0 0 0

0 r+05C. 1-2r r—-05C ... 0 0

0 0 r+0.5C. 1-2r :

: : : : r—0.5C, 0
|0 0 0 0 1-2r r—0.5GC ]

Si en el problema consideramos condiciones de frontera de Dirichet nulas, entonces la
matriz resultante es una matriz tridiagonal de orden (N — 1) x (N — 1) de la forma

1-2r r—0.5C, 0 0 0
r+05C, 1-2r r—0.5C ... 0 0
0 r+05C, 1-2r

: : : 1-2r r—0.5C,
0 0 0 r+05C, 1-2r

El desarrollo de la serie de Taylor alrededor del nodo (j,7)-ésimo indica que (4.13) es
puntualmente consistente con (4.11) con un error de truncamiento de orden &'(At,Ax?).
Para probar esto consideremos una funcién ¢ suficientemente diferenciable y
desarrollemos la serie de Taylor de ¢ en el nodo (j,n)

2

o1t = ¢f+Az¢,+(A2’,) 0u+ O(Ar)° (4.14)
2 3

¢i1 = ¢,’-"+Ax¢x+(A2? ¢XX+(A3X!) e+ O (Ax)* (4.15)
2 3

o = op—deot B0 - B0 1 o(ant (4.16)

Reemplazando (4.14), (4.15) y (4.16) en (4.13) obtenemos el operador discreto evaluado
en el nodo (j,n)

L' = ¢+ O(A1) +ag+ O(Ax)* — 0o + O(Ax)? (4.17)
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y el operador diferencial continuo es de la forma
Lo = ¢+ ady — 0@y (4.18)
De (4.17) y (4.18) obtenemos que
Lo} —Lp = O(Ar) + O(Ax)*.

Por lo tanto
L7 —Li9 —0, Ax,At —0.

Aplicamos el anélisis de Fourier para determinar la estabilidad de esquema FTCS.
Para ello consideramos la transformada inversa de Fourier discreta para v;?, v;?_l y v;? 1

n/h i
V= m/n/h e de (4.19)
n m/h )6 on
Vi = m/n/h HOLE (4.20)
w/h
(j+1)6 An
R IR DL @21

Ahora reemplazamos (4.19), (4.20) y (4.21) en (4.13)

vn—i—l

—i0 _ _ i07 ,ij0
; \/ﬁ/n/h (F+0.5C,) e+ (1-27) + (r—05C,) e®] 107/ (E) dE (422)

Comparando esta férmula con la férmula de la transformada inversa discreta para il
e 0 ~n+1
- e ey d 4.23
=/ B (€)de (4.23)

y usando el hecho que la transformada de Fourier es tnica, deducimos que el integrando
de (4.22) es el mismo que el de la transformada inversa (4.23). Asi tenemos que

VH(E) =[(r+05C) e+ (1-2r) + (r—0.5C,) €917 (€) (4.24)
lo cual se puede expresar como
vH(E) = ¢(6) V" (4.25)

donde
g(0)=(r+05C)e " +(1-2r)+(r—05C,) e
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Aplicando la férmula de Euler se tiene el factor de amplificacion
g=1-2r(1—-cosB)—iC,senf. (4.26)

Observar que el método de Fourier es equivalente a reemplazar v'; por la expresion g"elif,
lo cual es conocido con el nombre de andlisis de estabilidad de von Neumann.

Para tener una idea grafica del comportamiento de los valores que toma el factor de
amplificacién (4.26), lo parametrizamos en la forma

{ x=1-2r(1—-cos0) 4.27)
y=—C,senf
Es asi que (4.27) se puede escribir en la forma
—(1=2 2 2
G=(=2r)7 > 4.28)

@7 G-

la cual es una elipse de centro (1 —2r,0) y semiejes 2r y C,. Observe que el factor de am-
plificacion (4.26) tiene parte real y parte imaginaria, entonces se requiere que el médulo
del factor de amplificacién sea acotado para tener soluciones estables, es decir, se debe
tener que

s> <1 (4.29)

En efecto

8 = g8
(1—=2r(1 —cos8))*+ (Crsend)?
= 1—4r(1 —cosB) —|—4r2(1 — oS 0)2—|—Cfsen29
= (4P —C*)cos’0+4r(1—2r)cosO+4r(r—1)+C>+1

por lo tanto
|g|2 - (4r2 — Cf) cos? 6 +4r(1—2r)cos® +4r(r—1) +Cf +1 (4.30)

Esta ultima ecuacidn es cuadratica en la variable cos @ y representa una curva convexa
con un minimo o una curva cdncava con un maximo.

Se puede demostrar que para tener una solucion estable la funcién cuadratica |g|? no
puede tener méximo global, es decir, la curva no puede ser céncava. El procedimiento
matematico para demostrar esto es como sigue.
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Calculamos la primera derivada

d\g\z 2
el 4”7 —CH(2 4r(1 -2 4.31
d(c0s6) ( Cr)(2cos0) +4r( r) 4.31)
y la segunda derivada

d2’g’2 2 2

para que la funcién |g|> tenga un maximo la segunda derivada tiene que ser negativa, es
decir,
2 2
2(4r-—C2) <0

Igualando a cero la ecuacién (4.31) obtenemos los puntos criticos

2r(1—2r)

cosf = 422 52
Reemplazando en (4.30) obtenemos el valor méximo

o = CHC2—4r+1)
max C? —4r?

Requerimos que el valor maximo de |g|2,,. debe ser menor que uno, es decir,

18lmax < 1

max —

para que no salga de la region de estabilidad, con lo cual se obtiene que
(G2 —2r)?<0 (4.33)

Puesto que (C? —2r)? es siempre una cantidad positiva, la condicién de estabilidad no
puede cumplirse; y la funcién cuadratica representada por (4.30) la cual corresponde a
una curva céncava, no es posible que sea alcanzada. Es decir, | g|3,m > 1. Concluimos que
la funcién |g|?> no es céncava, pues si lo fuera tendria un valor mayor que uno.

Asi se muestra que para una funcién céncava donde

d*|g?
— 2 —2(4r*-C*) <0
d(cos 0)2 ( Cr) <

Una solucién inestable se desarrollard debido al requerimiento que

(C2-2r)?<0
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Asi, la condicidn para la inestabilidad como puede verse en la figura (4.1) es

C?>2r (4.34)

Inestabilidad FTCS
-1.5 T T T T T

imaginario

c?s2r

lal=1

_os5} 4

real

Eje X

Figura 4.1: Condicion de inestabilidad FTCS

Por lo tanto, si la funcién cuadrética es convexa, la condicion para la estabilidad esti

dada por
2
2 <2r (4.35)
factor de amplificacion g factor de amplificacion g
121 Ex 1 121
?
1k 4 s 1
0.8 ‘\ ) B 0.8 /o
\ //" /,/
sl \ \\ 1=0.5,C=05 // 4 06l /// R
\\ //// ////
o4l /// | o4l =04 c:oa// |
- N ya
e lgff<t _ estable s
02r estable q 02k S laPet ) / B
% o5 s 0e 02 0 02 04 o5 08 1 % o5 w6 04 o2 0 02 04 o5 08 1
cos(theta) cos(iheta)

Figura 4.2: Funcion convexa FTCS Figura 4.3: Condicion-estabilidad FTCS
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factor de amplificacion g factor de amplificacion g
T T

121 e e B 12+ . i
— 2 T 9
g - N
~ lgl">1
1| 05, C- Inestable 1 " 04,0-10 7
08 — 0.8 P B
) //\ gff>1
06 ) o6 /// Inestable 1
04f 4 04f ’ ]
02 b 0.2 1
91 70.‘5 70‘6 70‘.4 70‘.2 0 D.‘Z D‘A 0‘.6 0‘.8 1 91 70‘8 70‘.5 70‘.4 70.‘2 0 0‘2 0‘.4 0‘.5 O.‘B 1
cos(theta) cos(theta)
Figura 4.4: Funcion concava FTCS Figura 4.5: Condicion-inestabilidad FT(

La condicidn requerida puede ser expresada en términos del tamafio de paso como

At At
—)C < 200——
()6 = 2005
1
ClCr § 20(5
es decir
Ax < 2
a— il
o — G
Re < 2
e —_—
=
donde el niimero de Reynolds es Re = a%. Ademas, los extremos de cos 6 es 1 necesitan
ser considerados. De la ecuacion (4.30), si cos @ = —1 tenemos
lgl> =167 —8r+1<1 (4.36)
0
8r(2r—1)<0 (4.37)

Asi,2r—1<06r<0.5
Finalmente, concluimos que las condiciones para la estabilidad son

2
r<0.5 0 Re< C. (4.38)

r
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Note que la condicién C, < 1, la cudl fue indicada por la consideracion grafica, es auto-

maticamente satisfecha por éstas dos condiciones y es facilmente probada como sigue.

Recordar que el requerimiento para la estabilidad es

At Ax
0 — <05ya—<

(Ax)

multiplicando las dos condiciones obtenemos

Por lo tanto C, < 1.

2

o~ C

Ax 12

Y <« =

e = 3¢
a1
A 1

(4.39)

Finalmente, podemos comparar el rango de estabilidad en el plano (r,C,) para el es-

quema FTCS el cual es esquematizado en la figura (4.6)

04

03[

0.2

0.1

Comparaci‘onry Cr
T T

05

Figura 4.6: Estabilidad FTCS, (r,C,)

El nimero adimensional de Peclet, Pex, que aparece en la figura (4.6), se define como

Ax C o
Pep = |a|— o Pey = — que como observamos para tener estabilidad debe ser menor que
r

2. Observe que para r = 0, corresponde al caso de conveccion pura, el esquema FTCS es

inestable para todo C, y 6.

En la figura (4.7) se muestra el factor de amplificacion (4.26) para los parametros Cr

y r. Para un Cr = 0.5 fijo variamos r con valores de 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y observamos que
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las curvas generadas por el factor de amplificacién (4.26) caen dentro de la regién de
estabilidad | g|2 < 1, esto es, la condicién (??) se cumple. Para Cr = 0.5y r = 0.6 la curva
generada por (4.26) sale fuera de la regidn de estabilidad, esto hace que el esquema FTCS
se inestable para estos valores.

Factor de amplificacion, FTCS
T T

imaginario

05

Eje Y
o

9]
/ real
N w \

region estabilidad

Figura 4.7: Factor-amplificacion FTCS

2.2. Esquema Upwind

Este esquema es la unién del esquema Upwind para la ecuacidon de conveccidén con
C, <1 como condicién de estabilidad y el esquema FTCS para la ecuacién de difusion
con condicion de estabilidad » < 0.5.

Si aplicamos el esquema Upwind a la ecuacién (4.11), obtenemos la ecuacién alge-

braica i
7 71 71 J1
A S = W = s M/ 2 (4.40)
At Ax (Ax)?
Reescribiendo (4.40) en su forma de algoritmo se obtiene
V;?H =(r+ GV +(1=2r=C Vi +1rvj 4.41)

donde r = aAt/(Ax)? y C, = a At/ Ax.

Para probar la consistencia puntual del esquema (4.40) respecto a (4.11), desarrolla-
remos la serie de Taylor de la funcion diferenciable ¢ en el nodo (x;,7,) y obtenemos el
operador discreto

L' = ¢+ ad. — e+ O(A1) + O(Ax)*. (4.42)
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En tanto que el operador continuo es de la forma
Lo = ¢+ agx — 0tPxs. (4.43)
De (4.42) y (4.43) tenemos que
Lo[;—Lj¢p — 0, At,Ax— 0.

El esquema Upwind, por lo tantoo, es puntualmente consistente con (4.11) con un error
de truncamiento &' (At) + 0/(Ax)?.

Para determinar la estabilidad aplicamos el anélisis de Fourier. Para ello consideramos
la transformada inversa de Fourier discreta para v;?, v;?_l y v;? 1

1 z]@ /\n
V== K BEAIBEE (4.44)
/h 10 <
= o — [ eV at (4.45)

Vi =\/7—n/n/he’ 0O FE) e (4.46)

Ahora reemplazamos (4.44), (4.45) y (4.46) en (4.41)

Vit m/”/h [(r+Ce @+ (1-2r—C)+re® e /891 (E)dE (4.47)

Comparando esta férmula con la férmula de la transformada inversa discreta para v'+!

\/2?/7://1 IO (E) ag (4.48)

y usando el hecho que la transformada de Fourier es unica, deducimos que el integrando
de (4.47) y (4.48) son iguales. Asi tenemos que

VE) = [(r+C) e+ (1—-2r—C) +ref7(€) (4.49)
lo cual se puede expresar como
(&) = 5(0) V" (4.50)
donde el factor de amplificacion es

g(8)=(r+C)e 0+ (1-2r—C,)+re'® (4.51)
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La férmula (4.50) muestra que la ventaja de la solucion del esquema para un paso de
tiempo es equivalente a multiplicar la transformada de Fourier de la solucién por un factor
de amplificacion g(0). El factor de amplificacion es llamado asi porque su magnitud es el
valor de la amplitud de cada frecuencia en la solucién, dada por V" y es amplificado en un
avance de la solucion sobre el paso del tiempo para obtener

V(&) = [g(0)]"7" (4.52)

El significado de la transformada de Fourier es que todo esquema de un paso puede ser
puesto en la forma (4.52). Usamos esta representacion de esquemas para estudiar su esta-
bilidad y orden de aproximacion. El uso de la transformada de Fourier provee un método
estandar para estudiar una gran variedad de esquemas, donde el factor de amplificacién
del esquema contiene toda la informacién acerca del esquema y, como veremos, es facil
extraer informacién importante del esquema.

La férmula (4.51) es llamado factor de amplificacion del esquema Upwind, el cual
puede ser escrito como

g=1—(Cr+2r)(1 —cos0) —iCsenb (4.53)

En adelante podemos simplificar este procedimiento y solo reemplazar v; por g% 1o
cual se conoce con el nombre de analisis de estabilidad de von Neumann.

Para tener una idea geométrica del comportamiento del factor de amplificacion (4.53)
lo podemos parametrizar en la forma

{ x=1—(Cr+2r)(1—cos0) (4.54)
y=—C,senf
la cual genera la elipse
—(1=2r—=C,))?> »?
Sl il 22) P S (4.55)

(2r+GC)? C?
de centro (1 —2r—C,,0) y semiejes 2r+C, y C;.
Se puede observar que para tener soluciones estables el médulo del factor de amplifi-
cacidn (4.53) debe ser menor que uno, lo cual implica que

C,+2r< 1. (4.56)

En la figura (4.8) variamos los pardmetos Cry r. Paraun Cr = 0.5 y r = 0.2 vemos que
la curva generada por el factor de amplificacién (4.53) se encuentra dentro de la regién
de estabilidad de von Neumann, esto es, se cumple la condicién (4.56). Para Cr = 0.5y
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r=0.3, 0.4, 0.5 las curvas caen fuera de la regién de estabilidad, esto es, la condicién de
estabilidad (4.56) no se cumple.

Factor de amplificacion, Upwind
T T T

imaginario

real

ejey
o
T

I I I I I I
-2 -1.5 -1

-0.5 0
Cr=05,r=02;03;04;05

Figura 4.8: Factor-amplificacién Upwind

Si una expresién de diferencia central en el tiempo es combinada con una expresion
de diferencia central espacial para representar (4.11), el resultado es el esquema Leapfrog

il

— 2V V!
4 g2t =l it 2V Vi

2At 2Ax Ax?

(4.57)

el cual es incondicionalmente inestable.

2.3. Esquema Du Fort-Frankel

Si en el esquema Leapfrog reemplazamos —ZV’} = VSFH + v’}_l obtenemos el esquema
Du Fort-Frankel para la ecuacion de transporte (4.11), tenemos
n+1 n—1 n n n n—1 +1
Vi o TV a"j+1_"j71 Vj+1_("j +V}J1' )+V? 1

J J _ . 4.58
Y * A2 (4.58)

o en forma de algoritmo

V;H_l = V;H =G (Vi =Vie) +2r(Vig — (V;!_] - V’JH]) +vi) (4.59)
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El esquema (4.58) es la uni6én del esquema neutralmente estable Leapfrog para la
ecuacion de conveccion y el esquema estable Du Fort-Frankel para la ecuacién de difu-
sion.

Para probar la consistencia puntual del esquema (4.11) aplicamos Taylor alrededor del
nodo (j,n)-ésimo para la funcion discreta v, esto es, v(j Ax,nAx) la y denotamos por V",

v (A)29% (A1)
n+l _ . n il i
Vi *VJJF(At)az* 2! a:2+ 31 o8

f + O(Ar)* (4.60)
de donde obtenemos la aproximacién para la primera derivada temporal

AR N - 22 v
A — 2
T AL T

Desarrollamos la serie de Taylor alrededor del nodo ( j,n) para la funcién v con un incre-
mento de Ax

+0(Ar)? (4.61)

av %v 1 v
Vigr = vi+ (Ax) 5 =3 (AX)Z 72 g(Ax)3 3T O(Ax)* (4.62)
av 1 ?v 1 v
Vi =vi— (A4 (M)ZW - 5(Ax)3 WJrﬁ(Ax)“ (4.63)
obtenemos la aproximacién para la primera derivada espacial en diferencias centrales
Viei=Vvig  dv 1 2’
j+1 Vil v 207V 3
= — 4+ —(Ax) ==+ O(Ax 4.64
2Ax ox + 3! (Ax) ox3 +O(Ax) (4.64)

Abhora la serie de Taylor para la funcién v en el nodo (j,n) con un incremento de At < 0

v (A2 9% (Ar)d 93y

n—1 _ n__ il - p— 4
Vi =V (At)8t+ TRTE 3l at3+ﬁ(At) (4.65)

sumando (4.60) y (4.65)
Lyl 9*v
v;?Jr v’; _2v +(At) (82

Ahora reemplazamos (4.61), (4.64) y (4.66) en (4.58) para obtener el operador diferencial

)+ O(An) (4.66)

discreto evaludado en el nodo (j,n)

2 2 4
v v 2 +(g)%+ﬁ(%) (4.67)

Aplicamos la definicidn de consistencia con el operador continuo

2
L_8v+ v v

PR M) (4.68)
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tenemos
At 9% At

A oz TOGA)

para asegurar la consistencia tenemos que asegurar que Az < Ax (C? < 1), entonces

LV} —Ltv = 0(Ax)* + O(Ar) + ( (4.69)
LV} —Lv— 0, Ax,At — 0 (4.70)

Para analizar la estabilidad del esquema Du Fort-Frankel reemplazamos g" ¢//” en v’]-
para la ecuacién de diferencias (4.59)

(142r) g+ (2Crsenfi—4rcos@) g+ (2r—1)=0 (4.71)

para obtener el factor de amplificacién

_BE[B-4(P 1)

2(1+2r) (4.72)

8

donde B = 4rcos® —2 iCrsen, para cualquier valor de 6.
Para analizar la estabilidad del esquema (4.59) se debe tener |g|?> < 1, la cual por una
experiencia computacional se demuestra que C, < 1 no existiendo restricciones para r.
En la figura (4.9) tenemos el factor de amplificacion (4.72) que para los valores de
r = 0.5 fijo variamos C, para 0.2 y 0.5. Sus valores caen dentro en la region de estabilidad
y para el nimero de Courant C, = 1.2 los valores caen fuera de la region de estabilidad
lg]* < 1.

Factor de Amplificacion Du Fort-Frankel

imaginario

05F

real

ejeY
)

-0.51

Figura 4.9: Factor-Du Fort-Frankel
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Esquemas explicitos

2.4. Esquema Lax-Wendroff

Tenemos el esquema Lax-Wendroff para la ecuacidon de conveccion

1
v;?Jr —v? v;?+1—v;?_1 zg v?+1—2v?+v?_1 o 473)
A T Y2 A2 - “
y el esquema FTCS para la ecuacién de difusioén
n+1 n n
Vi —v;?_av;?H—Zvj—i-vjfl @.74)
At (Ax)2 '

Entonces el esquema Lax-Wendroff para la ecuacion del transporte (4.11) estd dado por
la unidén de los esquemas (4.73) y (??).

+1
V’]' _V?+aV7+1_V7—1 :a*vﬁl_z"?""’?—l 4.75)
At 2Ax Ax? ’
Escribiendo (4.75) en su forma de algoritmo para la implementacién
v’}-Jrl =(r"+0.5C)V;_; + (1-2r);
+ (- 0.5C, )i (4.76)

donde C, = aAt/Ax, r* = a* At/ Ax*.
Si desarrollamos la serie de Taylor para un funcién diferenciable v en el nodo (j,n)-
ésimo se determina que el esquema (4.75) es consistente con (4.11) con un error de trun-
camiento de orden &'(At?, Ax?).
Para analizar la estabilidad aplicamos el criterio de estabilidad de de von Neumann a
ijo

(4.76), es decir, cambiamos v;-‘ por g" €'/ % en (4.76) para obtener

g=(r"+0.5C)e 0 + (1 -2r*) + (r* —0.5C,)e" (4.77)
tal que el factor de amplificacién esta dado por
g=1-2r"(1—cos6)—iC,senf (4.78)

La ecuacion (4.78) es el factor de amplificacion de (4.75).
Para visualizar el factor de amplificacion (4.78) lo parametrizamos en la forma

{x:l—Zr*(l—COSO) 4.79)

y=—C,senf
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4.3.

Esquema Lax Wendroff
T T

08

06

0.4F

02

eey
o

7 [region ifegtabilidad

_ L L L L
-15 -1 -05 0 05 1
Cr=0.5,r'=0.2;0.3;0.4;0.5; 0.6

Figura 4.10: Factor-Lax Wendroff

Equivalentemente (4.79) se puede escribir en la forma

(x—(1-2r"))

oy =1 (4.80)

la cual es una elipse de centro (1 —2r*,0) y semiejes 2r* y C;.
Para que la soluciones de (4.75) se encuentren en la regin de estabilidad, |g|*> < 1, se
debe tener que
0<Cr<2/ <. (4.81)

La figura (4.10) muestra el factor de amplificacién para el esquema Lax-Wendroff. Si
tomamos los valores C, = 0.5y r* = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 vemos que el factor de amplificacién
se encuentra dentro de la regién de estabilidad |g|? < 1 es decir se cumple (4.81), mientras
que para C, = 0.5y r* = 0.6 la condicién (4.81) no se cumple.

Esquemas implicitos

Para la ecuacion de difusion los esquemas implicitos son efectivos para remover la
restriccion de estabilidad » < 0.5. Aqui el més efectivo esquema de dos niveles unidimen-
sional para la ecuacion de difusion es el esquema de Crank-Nicolson que serd aplicado a
la ecuacidn del transporte (4.11).
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Esquemas implicitos

3.1. Esquema de Crank-Nicolson

Para la ecuacion de transporte el esquema Crank-Nicolson es de la forma

n+l _ .n _ +1_  ntl
Vi v (V?+1 ij1+"?+1 V;l1>

f
A Ol T 2Ax

Vi =2V V] Vi gyl oyt
_ J—1 j o jtl j—1 J j+1
=050 ( 5 + 5 (4.82)

el cual es la union de los esquemas de Crank-Nicolson para las ecuaciones de difusién
(3.115) y conveccién (2.101) vistas anteriormente.
El esquema (4.82) puede ser escrito como un algoritmo
— (r+05C )V +2(14+ Vi = (r=0.5C)viT]
= (r+0.5C)Vi_; +2(1 —r)V;+ (r—0.5C,)Vi ;. (4.83)

Para probar la consistencia de (4.83) se considera una funcién ¢ lo suficientemente di-
ferenciable. Entonces hallamos los valores ¢ (x;_1,%,), ¢ (x},:), ¢ (Xj41,1:), @ (Xj—1,tnt1),
O(xj,tns1) Y @(xj+1,%n11) en el nodo (xj,2,.1/2). Entonces utilizando la serie de Taylor
llegamos a determinar el operador diferencial discreto asociado a (4.82)

L' = ¢+ ad. — 009+ O(AF) + O(AX) (4.84)
y el operador diferencial continuo asociado a (4.11) es de la forma
Lo = ¢ +ady — 0Py (4.85)
Asi que
Lo —Ljp = O(A) + O(AX) (4.86)

tal que
Lo —Loj —0 Ar,Ax—0

Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicolson (4.82) es consistente con la ecuacién (4.11),
con un orden de truncamiento local &'(Af?, Ax?).

Para probar la estabilidad del esquema (4.82) aplicamos el analisis de estabilidad de
von Neumann a (4.83) dando el factor de amplificacién

_ 1—=r(l—cosf)—0.5iC,senf
~ 147(1—cosB)+0.5iC,send

g (4.87)
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sin restricciones para C, y r.
Para analizar el comportamiento del factor de amplificacion (4.87) se puede escribir
en forma paramétrica
1-A?—B?
(1+A)%+B?
2B (4.88)

YT T+ A B

donde A = r(1 —cos8), B=0.5C,senb.

El sistema (4.88) representa curvas (elipses para r = 0.5) que se encuentran siempre en
el interior de la regién de estabilidad | g|2 < 1, esto es, el esquema es incondicionalmente
estable.

Esquema Crank Nicolson

1k

Figura 4.11: Factor-amplificacion Crank-Nicolson

4.4. Resultados numéricos

En esta seccién presentamos los esquemas de diferencias descritos en las secciones
anteriores aplicados al problema de transmisién de una fuente de temperatura con una
velocidad a a través de un fluido de difusividad termal o.

Los esquemas de diferencias FTCS, Du Fort-Frankel, Upwind, Lax-Wendroff y Crank-
Nicolson son aplicados al problema de propagacion de una fuente de temperatura, figura
(4.12)
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uA

-0 0.0 20

Figura 4.12: Condicion inicial para la propagacion de una fuente de temperatura

En 7 = 0 una forma puntiaguda es localizada en x = 0. Para los tiempos siguientes la
forma delantera viaja a la derecha con una velocidad a y su perfil pierde su forma original
bajo la influencia de la difusividad términca c.

Las ecuaciones que gobiernan este problema estan dadas por (4.11). Para valores su-
ficientemente pequeiios de tiempo At definimos las siguientes condiciones de frontera

u(—=2,1) = 1.0, u(2,t)=0.
La solucién exacta obtenida por la técnica de separacién de variables es

n(x—at)] exp[—a(2k—1)>7%t/L?]
L 2k—1

2 N
u(x,t)zO.S—EZStan (2k—1)
k=1

(4.89)

Hacemos una comparacién entre los esquemas discutidos en la seccién anterior resol-
viendo el mismo problema bajo condiciones similares y dependencia de parametros.
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solucion exacta y esquema ftcs
T

L L
80 100 120 140

L
160

T
180

uxt)

solucion exacta - Lax Wendroff

200 g, . . . . . . . .
Cr=0.5, r=0.5, t=110 30 40 50 60 70 80 20 100 110 120
Cr=04; r'=0.48
. Figura 4.14: Exacta-Lax-Wendro
Figura 4.13: Exacta-FTCS & i
solucion exacta y la obtenida por Uwind y Du fort Frankel | Solucion exacta — Crank-Nicolson
1 T T T T T T T T
09 4 09F \\ E
\
0.8 1 o8 \\ 1
\
0.7 4 07F \ 4
0.6 ] 06 \\ 4
| ocacta
05 | osp \\ i
N \\
04 4 04r \\ ]
i
03 403 \\ ]
\
02f \\ |
0.2F 7 |
\\
0.1 q
01F 7
0 L L L L %o éo 8‘0 160 1 éo 11‘;0 1 éO 1;;0 200
0 80 100 120 140 160 eje x

Figura 4.15: Exacta, Upwind, Du Fort-Frankel

Figura 4.16: Exacta-Crank-Nicolson

Presentamos el problema del transporte de contaminantes a través de un medio poro-
so homogéneo, transportando los contaminantes por efecto de la velocidad del flujo a y
posteriormente se difunde segun el coeficiente de dispersion térmica .
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Los esquemas de diferencias finitas FTCS, Upwind, Du Fort-Frankel y Crank-Nicolson
se utilizaron para resolver el problema de transporte de contaminante a través de un medio

poroso.
La ecuacién que gobierna este problema esta dada por

(14+k)p;+apy = ope, 0<x<L, t>0 (4.90)
p(x,0) = polx), 0<x<L (4.91)
p(0,1) = p(L,t)=0,1>0 (4.92)

Se presentan las graficas de las soluciones aproximadas para los diferentes esquemas es-
tudiados para los valores L = 1 longitud del intervalo; a = 1 velocidad del fluido efectiva,
o = 0.001 difusién molecular y k = 4.3 2. Ademais el perfil de concentracién del conta-

minante en el instante inicial # = 0 seg esta dada por

1, -1<x<0
p(X,O):{

0, otro lugar
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Trabajar con ecuaciones de tipo hiperbdlico, ecuaciones de tipo
parabdlico o una combinacidon de ambos para tratar problemas
que involucran modelos de tamano arbitrario, son de creciente
inferés de matemdticos y especialistas en computacion cienfifica.
Segun el tipo de problema, es necesario realizar un estudio del
método numérico mdas conveniente antes de su aplicacion a un
problema concreto. El presente volumen brinda al lector una
infroduccion a los métodos numéricos, asi como explicaciones
sobre el método de diferencias para ecuaciones hiperbdlicas, el
método de diferencias para ecuaciones parabdlicas y sobre la
ecuacion de fransporte.
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