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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN A LOS MÉTODOS
NUMÉRICOS

En los últimos años, se ha notado un creciente interés de matemáticos y especialistas
en computación científica, por tratar problemas que involucran modelos con parámetros

de un tamaño arbitrario [4]. Muchos de estos modelos interpretan problemas que ocurren
en la realidad como en flujos de fluidos, flujo en medios porosos, transferencia de calor y

masa, electromagnetismo, contaminación del medio ambiente. Las ecuaciones diferencia-
les parciales (EDP), [4][5][10], que provienen de este tipo de problemas se caracterizan

por tener mas variables dependientes y mas de una variables independientes, cuando una
de las variables independientes es la variable temporal las ecuaciones generalmente tie-

nen una parte convectiva y una parte difusiva, así como también interpretan los estados
transitorios y estados estacionario. Esto a su vez dá origen a trabajar con ecuaciones de
tipo hiperbólico, ecuaciones de tipo parabólico o una combinación de ambas ecuaciones.

La convección y difusión ocurren simultáneamente en muchas situaciones de la física.
Por la variedad de tipo de ecuación, no todo método numérico de resolución de ecua-

ciones diferenciales es aplicable en todos los casos. Es necesario realizar un estudio sobre
el método numérico más conveniente antes de su aplicación a un problema concreto. Esto

garantizará que la solución numérica obtenida se aproxime convenientemente a la solu-
ción exacta del problema planteado.

La solución numérica es la solución de un problema discreto, el cual es producto del
proceso de discretización del problema planteado analíticamente. La solución numérica o
discreta se considera convenientemente buena usando los siguientes conceptos:
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1. Consistencia: la ecuación discreta es tan cercana a la ecuación diferencial tanto

como queramos salvo un error de truncamiento.

2. Convergencia: la solución del problema discreto tiende a la solución del problema

continuo. El error de aproximación se llama error global de precisión.

3. Estabilidad: pequeñas variaciones en los datos iniciales no provocan grandes va-

riaciones en los resultados correspondientes.

Cuando aplicamos un método numérico en particular se presentan dos tipos de errores

en la solución. Estos errores pueden ser causados por el error de redondeo, el cual es una

propiedad particular del tipo de computadora usada o por la aplicación de un esquema

de diferencias finitas, es decir, un error de discretización. Si el error introducido cuando

aplicamos un esquemas de diferencias finitas no es controlado, el crecimiento del error

con la solución de la ecuación discreta, dará como resultado una solución no estable,

es decir, a partir de un cierto cálculo, las soluciones discretas se tornan incontrolables.

Entender y controlar los errores por un análisis de estabilidad es esencial para una solución

exitosa dada por el método de diferencias finitas.

Podemos mencionar dos métodos de análisis de estabilidad, el método de perturba-

ción discreta y el análisis de von Neumann. El método de von Neumann es muy usado y

es menos pesado matemáticamente. El método de perturbación discreta consiste en intro-

ducir en un punto una perturbación, y su efecto se investiga sobre una vecindad de dicho

punto. Si la perturbación crece con la solución el esquema es inestable.

En este texto trabajaremos con el método de diferencia finitas (MDF),[4],[16],[17] en

la ecuación del transporte, vista como una combinación de convección-difusión.

∂u

∂ t
+a

∂u

∂x
= α

∂ 2u

∂x2 (1.1)

donde t representa el tiempo, x la variable espacial, a y α son la velocidad convectiva y

el coeficiente de difusividad respectivamente, y u es alguna cantidad escalar (temperatura

por ejemplo). Decidimos trabajar con este modelo puesto que a través de el, se puede

interpretar una amplia y variada gama de problemas, y puede ser visto como combinación

de la ecuación de convección
∂u

∂ t
+a

∂u

∂x
= 0 (1.2)

donde a es una constante que representa la velocidad del fluido; y la ecuación de difusión

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2 (1.3)
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donde α es también considerada como constante y representa la difusividad del medio.

La ecuación del transporte por convección-difusión reúne dos procesos diferentes:
el difusivo, descrito matemáticamente por la ecuación parabólica (1.3); y el convectivo

descrito por la ecuación hiperbólica (1.2). Teniendo en cuenta estos dos procesos, la ex-
presión que los rige de forma conjunta será la ecuación diferencial (1.1) llamada ecuación
del transporte, la cual se puede ubicar en el área de la dinámica de fluidos computacional

(DFC).
Por la facilidad en su aplicabilidad el método de diferencias finitas ha sido usado en

muchos problemas de la (DFC), obteniendo gran éxito en algunos casos, pero también
numerosas dificultades en otros casos como se puede ver en Fletcher [6]. Se requiere de

un análisis de estabilidad a fin de determinar si un esquema de diferencias finitas (EDF),
simple o complicado resulta útil; pero este proceso a su vez llega a ser lento y volumi-
noso que intentarlo por la experimentación numérica llega a ser mas realista y fácil de

implementar.
Como sabemos las ecuaciones diferenciales parciales están presentes en casi todas

las ramas de la ciencia, así que cada tipo de ecuación diferencial se adecuará en mayor
o menor grado a un esquema de diferencias finitas diferente que es una estrategia es-

pecial o particular de aproximación numérica. Pero para que un esquema de diferencias
sea aceptable tenemos que garantizar que la solución aproximada sea bastante cercana

a la solución exacta, esto es convergencia. Pero para llegar a establecer la convergencia
de las soluciones aproximadas a la solución exacta necesitamos dos conceptos importan-
tes, consistencia y estabilidad, [6],[11],[16],[17] que es la forma de llegar a establecer

la convergencia de la solución aproximada de manera indirecta utilizando el teorema de
equivalencia de Lax-Richmyer [16], [18].

Para el estudio de la estabilidad numérica se fija el paso espacial y temporal y se exa-
mina el comportamiento de la solución cuando t tiende al infinito. Uno espera que en este

caso los errores acumulados no se amplifiquen de modo que los resultados numéricos
sean validados. Entonces si la amplificación del error es restringida, en un cierto sentido,

se dice que el método de diferencias finitas es numéricamente estable. Consistencia tiene
que ver con el orden de truncamiento local para el operador diferencial discreto. La téc-
nica más utilizada para estudiar la estabilidad numérica de esquemas de diferencias son

el método de Fourier o de von Neumann, el método matricial y el método de perturba-
ción discreta. La estabilidad es uno de los conceptos mas importantes que se debe tener

presente cuando se trabaja con soluciones aproximadas, porque podemos tener esquemas
que son consistentes con la ecuación diferencial; pero no estables y por lo tanto no serán

convergentes. Veamos un caso que se presenta: si empleamos la ecuación del transporte

3
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(1.1) que es una combinación de la ecuación parabólica de difusión y la ecuación hiperbó-

lica de convección. Cada una de estas ecuaciones tiene sus propios esquemas de diferen-
cias finitas como por ejemplo ATCE, Upwind, Leapfrog, Lax-Wendroff, Du Fort-Frankel,

Crank-Nicolson, entre otros y por lo tanto su propias condiciones para la estabilidad y sus
propios órdenes de truncamiento. Pero surge un problema en la estabilidad al momento
de hacer la combinación convección-difusión. Por ejemplo, el esquema ATCE aplicado a

la ecuación de difusión es condicionalmente estable con r = α
∆t

∆x2 ≤ 0.5.
Sin embargo, el mismo esquema para la ecuación de convección es inestable para

todo número de Courant Cr = a
∆t

∆x
. La combinación de los dos necesita condiciones de-

pendientes entre el número de difusión r y el número de Courant Cr a través del número
de Peclet desarrollado para el caso de la convección. Otro ejemplo que podemos citar es

el esquema Upwind, que es condicionalmente estable con Cr = a
∆t

∆x
y en combinación

con el esquema ATCE para la ecuación de difusión, da como resultado un esquema Up-

wind para la ecuación del transporte condicionalmente estable, pero dependiendo de los
dos parámetros. Es natural preguntarse por las condiciones y relaciones que deben cum-

plir los parámetros r y Cr para tener esquemas estables para la ecuación del transporte.
Además estableceremos criterios sobre los parámetros Cr y r para obtener condiciones de
estabilidad para complicados esquemas de diferencias.

En general, existen las ecuaciones diferenciales que gobiernan los cambios de con-
centración de una sustancia en un cuerpo de agua, que carecen de solución analítica, y por

lo tanto su solución debe obtenerse por medio de aproximaciones numéricas. El método
de diferencias finitas se ha utilizado tradicionalmente para resolver ecuaciones de este

tipo, la amplia difusión de su uso se debe principalmente a su claridad conceptual y a su
facilidad de programación en un computador, ya que en este método las ecuaciones dife-

renciales se transforman directamente en ecuaciones en diferencias finitas. En términos,
generales los pasos a seguir para obtener la solución numérica a un problema son : (1)
Seleccionar un método adecuado para el tipo de ecuación involucrada; (2) Discretizar el

problema obteniendo un sistema ecuaciones finito dimensional; (3) Resolver el sistema
de ecuaciones algebraicas que se han obtenido.

En el proceso de discretización de las ecuaciones diferenciales por medio de diferen-
cias finitas, las variables dependientes que describen el estado del sistema se consideran

definidas en un número finito de puntos o nodos dentro del dominio a considerar, cuyas
dimensiones están dadas por el número de variables independientes. Los nodos forman
una red computacional y están identificados mediante un conjunto de índices, por ejemplo

en una dimensión se puede denotar por ( j,n), relacionados con la coordenada espacial x y
temporal t de los nodos, por medio de los intervalos de discretización en cada dimensión,

4



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

5

por ejemplo (∆x,∆t). El conjunto de nodos son necesarios para escribir la ecuación de

diferencias y los coeficientes en las ecuaciones diferenciales del modelo, relacionados a
un nodo, forman la llamada molécula computacional de un esquema de diferencias finitas.

Los términos implícitos y explícito están relacionados a la dinámica del esquema
de diferencias finitas y depende de la forma en que se calcule el avance en el tiempo.
Los esquemas explícitos producen soluciones explícitas para las variables dependientes

en cada nivel de tiempo, explícitamente en función de valores conocidos en el nivel de
tiempo anterior. Por otra parte, en los esquemas implícitos el cálculo de la solución en un

nodo dentro de un nivel, involucra conocer los valores en otros nodos en el mismo nivel,
dando como resultado un sistema de ecuaciones para cada nivel de tiempo.

Al aplicar un esquema de diferencias particular, se obtiene un sistema de ecuaciones
que pueden ser lineales o no lineales dependiendo de la natualeza de la ecuación diferen-
cial. En este caso la solución puede obtenerse utilizando un método iterativo, en el cual

el sistema de ecuaciones se transforma en un sistema lineal para cada iteración. El siste-
ma suele tener una matriz de coeficientes con una estructura dispersa y puede resolverse

haciendo uso de algoritmos especiales.
Para ubicar el método de diferencias finitas dentro de los métodos numéricos presen-

tamos una descripción general epistemológica y lógica de cómo abordar un problema con
un método numérico.

La solución numérica de una ecuación diferencial consiste de un conjunto de números
a partir de los cuales la distribución de la variable dependiente puede ser construida. En
este sentido, un método numérico es semejante a un experimento de laboratorio, en el cual

el conjunto de instrumentos leídos nos permiten establecer la distribución de la cantidad
medible en el dominio de investigación. Tanto el analista numérico como el experimenta-

dor de laboratorio deben quedarse con únicamente un número finito de valores numéricos
como resultado. Un método numérico, como el método de diferencias finitas, realiza un

proceso de discretización a un problema continuo a fin lograr obtener una solución apro-
ximada.

Finalmente, podemos decir que un método numérico trata como sus incógnitas básicas
los valores de las variables dependientes en un número finito de localizaciones llamados
puntos o nodos, los cuales se distribuyen formando una malla en el dominio de cálculo.

El método incluye la tarea de proveer un conjunto de ecuaciones algebraicas para estas
incógnitas y prescribir un algoritmo para resolverlas.

Teniendo en cuenta que un problema de ecuaciones diferenciales parciales es una
abstracción de la realidad siempre depende de una cantidad muy grande de parámetros

internos del medio. Entonces para ser formulado, se necesita de un espacio infinito di-

5
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mensional. Este problema debe ser aproximado por un problema discreto escrito en un

espacio finito dimensional, con un número finito de grados de libertad.
Para ello se usa el proceso de discretización, que consiste en trasladar un problema in-

finito dimensional a otro finito dimensional, el cual se ha sistematizado en los siguientes
pasos: discretización del dominio, discretización de la variable independiente y discretiza-
ción de la ecuación diferencial que consiste en usar un esquema apropiado que aproxime

la ecuación diferencial. Cada vez que se hable de discretización de un problema se hará
énfasis a tres pasos.

Jhon von Neumann y H.H. Goldstein han identificado cuatro principales fuentes de
errores que son casi inevitables cuando estamos describiendo sistemas físicos.

1. Errores de modelación: Los modelos matemáticos de por sí son generalmente
diseñados con varias simplificaciones.

2. Errores de medición: La mayoría de las descripciones de fenómenos naturales re-
quieren de datos medidos en laboratorio. Estos datos de por sí tienen un error porque
dependen de los equipos y otros factores que siempre aparecen en la obtención de

ellos.

3. Errores de truncamiento: Casi todas las descripciones de problemas de campo

involucran un dominio continuo infinito. En el contexto del análisis numérico, solo
se puede tratar con un número finito de términos de procesos limitantes, los cuales

son normalmente descritos por series infinitas.

4. Errores de redondeo: Son errores introducidos por eliminación de dígitos. Cuando

los cálculos son realizados, estos pueden ser hechos únicamente en un computador
de precisión finita. Los errores aparecen por el tamaño limitado de los registros en
la unidad de aritmética del computador.

De los cuatro errores presentados, los errores de truncamiento y redondeo caen en el cam-
po del analista numérico, son acumulados y tienen que controlarse para no dejarlos crecer.

Aquí se observa un hecho muy importante, es decir, cuando los cálculos usan una malla
más fina, el error de truncamiento decrece pero el error de redondeo crece debido a que

los datos numéricos son mas pequeños y por el número creciente de cálculos efectuados.
Por tanto, hay que saber controlar ambos errores a fin que el error total permanezca en
rangos aceptables.

6
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1 Métodos de discretización

1.1. Métodos de discretización

Para una ecuación diferencial dada, los métodos de discretización requeridos pueden

ser derivados en muchas formas, a continuación mencionamos algunos de los métodos
mas comunes:

1. Serie de Taylor El procedimiento usual para derivar los esquemas de diferencias
finitas consiste en aproximar las derivadas en la ecuación diferencial por diferencias
finitas via la serie de Taylor truncada.

2. Método variacional Es un método de discretización basado en el cálculo de va-

riaciones, donde se verifica que resolver una ecuación diferencial es equivalente a

minimizar una funcional. La funcional es minimizada con respecto a los valores

en los puntos de la malla de la variable dependiente, las condiciones resultantes

generan las ecuaciones algebraicas requeridas. La formulación variacional es co-

múnmente empleada en métodos de elementos finitos. La principal dificultad de

esta formulación es su aplicabilidad, ya que no todos las ecuaciones diferenciales

de interés son interpretadas como minimizadoras de una funcional.

3. Pesos residuales Es un método muy potente para resolver ecuaciones diferenciales.

El concepto básico es el siguiente: suponer que la solución aproximada de la ecua-

ción diferencial ( la variable dependiente) contiene n parámetros por determinar, si

sustituimos esta solución en la ecuación diferencial obtendremos un residual. La

idea es hacer este residual pequeño en algún sentido, generalmente esta última ta-

rea se hace distribuyendo puntualmente el residual y multiplicando por una función

peso e integrando sobre todo el dominio de modo que se aproxime a cero. Por tanto,

si se elige una sucesión de funciones peso podremos generar todas las ecuaciones

que se requieren para encontrar los parámetros.

4. Volumen de control Aqui el domino de cálculo es dividido en un número de volú-

menes de control no traslapados, de manera que existe un volumen de control ence-

rrando un punto de la malla, la ecuación diferencial es integrada sobre el volumen

de control. Perfiles por secciones expresan la variación de la variable dependiente
entre los puntos de la malla que son usados por las integrales requeridas, el resulta-

do es la ecuación discretizada conteniendo los valores de la variable para un grupo

de puntos de la malla. La ecuación discretizada obtenida de esta manera expresa

el principio de conservación para el volumen de control finito, tan igual como la

ecuación diferencial lo hace para un volumen infinitesimal.
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5. Integrales de contorno y teoría de potencial Es el método más moderno, como

es natural, está basado en una teoría mucho mas compleja, como es la teoría del
potencial, que consiste en formular las soluciones de ecuaciones diferenciales como

operadores de integrales de contorno, muchas veces singulares, de modo que la
discretización ya no es en todo el dominio, sinó únicamente en el contorno y la
ecuación se discretiza siguiendo la técnica de Galerkin y de los elementos finitos,

pero con una función de prueba muy especial, como es el caso de las funciones
de Green de los operadores diferenciales, que formalmente no son otra cosa más

que los operadores inversos de los operadores diferenciales y son expresados como
integrales sobre el contorno del dominio.

En ésta primera parte de los métodos numéricos para las ecuaciones diferenciales

parciales está dedicado al estudio de los esquemas de diferencias finitas. Nuestra in-

tención es hacer nuestro ingreso al campo de la dinámica de fluidos computacional

(DFC) de una manera accesible, desde luego que no dejamos de mencionar otros

métodos que son importantes y que serán tratados en su debido tiempo, tales como

los elementos finitos, métodos espectrales elementos de contorno y volúmenes fini-

tos. Utilizamos las ecuaciones diferenciales parciales (EDP), ya que esta clase de

ecuaciones son las que generalmente modelan los fenómenos naturales, mecánicos

y otros tipos de procesos que ocurren en las ciencias e ingeniería.

Suponemos que el lector tiene un conocimiento básico de las ecuaciones diferen-

ciales parciales, así como algunos conocimientos del análisis si se desea probar

algunos de nuestros teoremas presentados. A fin de ser más eficientes en nuestro

aprendizaje, es necesario citar algunos libros de consulta como Farlow[?], Wein-

berger [19] y Tijonov [?]. Después de esta rápida presentación comenzamos a pre-

sentar los conceptos básicos de los esquemas de diferencias finitas (EDF). También

presentamos los conceptos importantes de convergencia, consistencia y estabilidad,

los cuales están relacionados por el teorema de equivalencia de Lax-Richmyer.

1.2. El método de diferencias finitas (MDF)

El método de diferencias finitas (MDF) es un método de carácter general que per-
mite la resolución aproximada de ecuaciones diferenciales definidas en dominios finitos.

Probablemente es el primer método numérico utilizado en la resolución de problemas en

dinámica de fluidos y transferencia de calor, así como en problemas electromagnéticos;

existe documentación en la que se menciona que Gauss utilizó este método. Su uso se

generalizó con la aparición de los primeros ordenadores y la bibliografía sobre el mismo

8
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es abundante en los años 60, especialmente en relación con el análisis de guías de ondas.

Este método obtiene una solución aproximada de las ecuaciones diferenciales definidas
en un dominio o región de trabajo. En dicho dominio estarán definidas las condiciones

de contorno o frontera y las condiciones iniciales que marcarán el punto de partida en la
solución de problemas concretos.

El primer paso para la aplicación del método es definir el dominio donde ha de cal-

cularse el valor de la función incógnita a resolverse. Dicho dominio, que en este caso
particular será unidimensional, se discretiza en un número variable de puntos formando

una malla. Estos puntos son llamados nodos. La aplicación del método de diferencias fi-
nitas sobre el dominio dará como resultado conocer el valor de la función incógnita en

cada uno de esos nodos. El número y disposición de los nodos depende de la exactitud
que se desea en las soluciones.

El método aproxima a la función incógnita en cada nodo por su desarrollo en serie de

Taylor. El número de términos del desarrollo, que se tendrán en cuenta, será el suficiente
para que junto con las condiciones de contorno y las condiciones iniciales sea posible

eliminar las derivadas y obtener, de este modo, una ecuación que nos permita conocer el
valor de la función en cada nodo. Dicha ecuación, como se verá más adelante, relaciona

el valor de la función en un nodo con el valor de la función en los nodos adyacentes.
El proceso anterior se repite para cada uno de los nodos, obteniéndose un sistema

de ecuaciones cuya solución conduce a la obtención de la solución aproximada que se
está buscando. La solución del sistema de ecuaciones es un proceso iterativo que puede
resolverse utilizando diferentes métodos. La aplicación de un método u otro y el número

de iteraciones que consideraremos influirán en el resultado final.

Pasos en el método de diferencias finitas

En esta sección presentamos en forma general y básica el concepto de método de

diferencias finitas (MDF), que por simplicidad lo presentamos en dimensión uno 1. Para
esto, supongamos que tenemos un dominio Ω = [0,L] en R donde se plantea el problema

y tiene solución.

2.1 Definición.-

Un esquema de diferencias finitas es una combinación de operadores discretos que per-
miten aproximar una ecuación diferencial por una ecuación en diferencias finitas. �

2.2 Definición.-
1Para dimensiones superior puede consultar [6].

9

El método de diferencias finitas (MDF)



Luis Lara - Zenner Chávez - José Castañeda

10

2 El método de diferencias finitas (MDF)

Un esquema de diferencias explícito es aquel que se puede escribir en la forma

vn+1
j = una suma f inita de vn′

j′ , n′ ≤ n

�

A fin de entender el método de diferencias finitas explicaremos el proceso de discre-

tización, el cual está referido a discretizar una variable y la discretización de operadores

diferenciales.

Discretización de la variable independiente

Discretizar la variable independiente significa discretizar la variable espacial sobre un

dominio finito.

Consideremos un intervalo de la forma Ω = [0,L] ó [a,b] o más general podemos

considerar todo R como un dominio natural. Se elige un número positivo ∆x llamado di-

ferencia, luego el dominio es dividido en subintervalos igualmente espaciados de longitud

∆x.

También se puede hacer una división en subintervalos no igualmente espaciados, es

decir, cada intervalo [xi,xi+1] tiene longitud ∆xi. Para efectos de una mayor simplicidad

consideraremos intervalos homogéneos.

2.1 Definición (Malla ).-

Sea ∆x un número positivo, una malla en el dominio Ω ⊂ R es un conjunto de puntos

τ = {xn} ⊂ Ω, tal que cada xn esta en el interior o en la frontera de un subdominio tal que

xn+1 = xn +∆x. �

Los puntos xn en la malla se llaman nodos y este proceso de elección no es único.

2.2 Definición.-

La norma de la malla como el diámetro del subdominio más grande, es decir,

∆x = ||τ||= máx
0≤i≤n

{∆xi}

�

Discretización de la variable dependiente

Para discretizar la variable dependiente necesitamos entender primero lo que es una

función discreta.

10
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2.3 Definición.-

Una función discreta v es aquella que está definida en una malla τ , tal que a cada punto

xn se le asocia un número vn. �

Un ejemplo fácil se obtiene considerando una función continua u definida en Ω, a la

cual se le puede asociar una función discreta v definida sobre una malla τ de Ω tal que

v j = u(x j).

A las funciones discretas también se las puede asociar una norma y por tanto ubicarlas

en un espacio adecuado.

Como Ω ⊂ R puede ser un intervalo finito, infinito o R. La función discreta pue-

de contener un número finito o infinito de valores de la forma v = (v1,v2, . . . ,vN), v =

(v1,v2, . . .), v = (v−N ,v−N+1, . . . ,v−1,v0,v1, . . . ,vN ,vN+1) ó v = (. . . ,v−1,v0,v1, . . .). En

cualquier caso podemos considerar a una función discreta definida para j ∈ Z, además

usamos la notación

h = ∆x = máx
j

{
∆x j

}

Ahora damos las definiciones de productos internos y normas discretas.

Espacios y Normas

Las diferentes normas finito dimensional que usaremos incluyen la norma euclidiana

que depende de la malla

�v�2 =

√√√√
N

∑
j=1

|v j|2 (1.4)

donde la suma es sobre todos los puntos de la malla, la norma l2,∆x

�v�2,∆x =

√√√√
N

∑
j=1

|v j|2∆x (1.5)

donde ∆x es un factor de escala, asociado al tamaño de la malla

∆x = máx
j
{x j+1 − x j}

y la norma del supremo

�v�∞ = sup
1≤ j≤N

|v j| (1.6)

y la norma del supremo discreta

�v�∞,∆x = sup
1≤ j≤N

|v j|∆x (1.7)
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El espacio de sucesiones infinito dimensional que debemos incluir sobre R o C es

el espacio l2,

l2 = {v = (. . . ,v−1,v0,v1, . . .)
T :

∞

∑
j=−∞

|v j|2 < ∞} (1.8)

con norma

�v�2 =

√
∞

∑
j=−∞

|v j|2 (1.9)

con la norma de la energía; l2,∆x,

�v�2 =

√
∞

∑
j=−∞

|v j|2 ∆x, (1.10)

y el espacio de todas las sucesiones acotadas l∞ ,

l∞ = {v = (. . . ,v−1,v0,v1, . . .)
T : sup

−∞< j<+∞
|u j|< ∞} (1.11)

con norma
�v�∞ = sup

−∞< j<+∞
|v j| (1.12)

y norma discreta

�v�∞,∆x = sup
−∞< j<+∞

|v j|∆x (1.13)

Y, finalmente, cuando tomamos transformaciones encontramos el espacio infinito dimen-
sional lineal sobre los complejos, las funciones cuadrado integrables de Lebesgue, L2(R),

L2(R) = {v : R→ C :
∫

R

|v(x)|2dx < ∞} (1.14)

con norma

�v�2
2 =

∫

IR
|v(x)|2dx (1.15)

Discretización de la ecuación diferencial

El método de diferencias finitas también llamado método de Taylor [14], [17], porque
usa la formulación de la serie de Taylor para realizar las aproximaciones de los operadores

diferenciales por operadores en diferencias finitas.
Presentamos el teorema de Taylor como el instrumento básico para iniciar la discreti-

zación de los operadores diferenciales.
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Teorema 1

Teorema de Taylor. Supongamos que f ∈ Cn[a,b] y f (n+1)(x) existe en < a,b >.

Sea x0 ∈ [a,b], para todo x ∈ [a,b], existe ζ (x) entre x 0 y x tal que

f (x) = Pn(x)+Rn(x) (1.16)

donde

Pn(x) = f (x0)+ f ′(x0)(x− x0)+
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

=
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k,

es un polinomio de grado n alrededor de x0 y

Rn(x) =
f (n+1)(ζ (x))
(n+1)!

(x− x0)
(n+1)

es el residuo o error de truncamiento asociado con el polinomio Pn(x).

� La expresión (1.16) se llama Fórmula de Taylor de orden n. Si denotamos por

x = x0 +h, el polinomio de Taylor y el residuo quedan escritos como

Pn(x0 +h) = f (x0)+ f ′(x0)h+ f ′′(x0)
h2

2
+ . . .+ f (n)(x0)

hn

n!
(1.17)

y el residuo por

Rn(x0 +h) =
f (n+1)(ζ (x))
(n+1)!

h(n+1)

También en nuestro análisis usaremos el teorema de Taylor en dimensiones mayores.

Teorema 2

Serie de Taylor en dos dimensiones Supongamos que f ∈ CN+1(Ω), Ω ⊂ R2.

Sea y0 = (x0, t0) ∈ Ω, entonces el valor de f en cualquier punto (x, t)∈ Ω, se puede

13
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escribir como

f (x, t) = f (y0)+
∂
∂x

f (y0)(x− x0)+
∂
∂ t

f (y0)(t − t0)+
1
2!

∂ 2

∂x2 f (y0)(x− x0)
2

+
∂ 2

∂x∂ t
f (y0)(x− x0)(t − t0) +

1
2!

∂ 2

∂ t2 f (y0)(t − t0)
2 + . . .

+
1

(N−m)!
1

m!
∂ N

∂xN−m∂ tm
f (y0)(x− x0)

N−m(t − t0)
m +RN+1

=
N

∑
j=0

N− j

∑
n=0

1
j!n!

∂ j+n

∂x j∂ tn
f (y0)(x− x0)

j(t − t0)
n +RN (1.18)

donde

RN(x, t)

es el residuo multidimensional o error de truncamiento.

�

2.4 Definición.-

La función g(h) es de orden O(hp), p > 0, si y solo si existe una constante M ≥ 0 tal que

|g(h)| ≤ M hp

�

Ahora determinamos los errores de de truncamiento local. Para ello usaremos la fór-

mula de Taylor de diferentes ordenes, por ejemplo para el orden n = 1 tenemos.

f (x0 +h) = f (x0)+ f ′(x0)h+
f (2)(ξ (x))h2

2!
, x0 < ξ (x)< x0 +h

de allí podemos expresar

f ′(x0) =
f (x0 +h)− f (x0)

h
+

(
− f (2)(ξ (x))h

2!

)
(1.19)

Por lo tanto, se puede definir la primera aproximación

f ′(x0)≈
f (x0 +h)− f (x0)

h
. (1.20)
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Observemos que el error de truncamiento es:

τ(x0,h) =− f (2)(ξ )h
2!

= O(h)

donde O(h), se lee, orden de h y significa que la función del lado derecho se comporta en

forma menor o igual que la función h

También podemos usar la fórmula de Taylor para aproximar la función en el punto

x = x0 −h

f (x0 −h) = f (x0)− f ′(x0)h+
f (2)(ξ1)h

2

2!
, x0 −h < ξ1 < x0

de donde

f ′(x0) =
f (x0)− f (x0 −h)

h
+

(
− f (2)(ξ1)h

2!

)
(1.21)

y se define otra primera aproximación como

f ′(x0)≈
f (x0)− f (x0 −h)

h
(1.22)

obteniendo el error de truncamiento

τ(x0,h) =− f (2)(ξ1)h

2!
= O(h)

Señalaremos que en ambos casos se han involucrado dos puntos. En el caso de la aproxi-

mación (1.20), se utilizaron los puntos x0 y x0+h. En la aproximación (1.22) se utilizaron

x0 −h y x0.

También podemos obtener otra aproximación involucrando tres puntos, tales como

x0, x0 +h, x0 −h. Para ello sumamos (1.19) y (1.21) y despejando f ′(x0) obtenemos

f ′(x0) =
f (x0 +h)− f (x0 −h)

2h
+

h

2

(
f
′′
(ξ1)− f

′′
(ξ )

)
(1.23)

donde x0 −h < ξ1 < x0 < ξ < x0 +h. De allí podemos obtener la aproximación

f ′(x0)≈
f (x0 +h)− f (x0 −h)

2h

con error de truncamiento

τ(x0,h) =
h

2

(
f
′′
(ξ1)− f

′′
(ξ )

)
(1.24)

Esto significa que la pendiente de la secante a la gráfica de f que pasa por los puntos

(x0 − h, f (x0 − h)) y (x0 + h, f (x0 + h)) es mucho mejor aproximación a la pendiente
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de la tangente que pasa por (x0, f (x0)), que la pendiente de las secantes que pasan por

(x0−h, f (x0 −h)), (x0, f (x0)) y por (x0, f (x0)), (x0 +h, f (x0+h)). Esto quiere decir que
el error de truncamiento en (1.24) debe ser el de mayor orden, lo cual se logra suponiendo

que f es tres veces diferenciable.
Aplicando el teorema del valor medio en (1.24) tenemos;

τ(x0,h) =
h

2

[
f
′′
(η)(ξ1 −ξ )

]
, ξ1 < η < ξ

= O(h2), pues ξ1 −ξ es de orden O(h2)

El cálculo exacto del orden de truncamiento τ(x0,h) se obtiene usando la fórmula de

Taylor, cuyo orden es el que indica el exponente de h, en el caso que n = 2 tenemos

τ(x0,h) =
h2

3!

[
f (3)(η1)(ξ2 −ξ1)

]
, ξ2 < η1 < ξ1

= O(h2)

el cual es un error de truncamiento de orden dos.

Presentamos la aproximación por diferencias finitas para la primera derivada. Para ello
revisemos las aproximaciones presentadas anteriormente en forma detallada. Tomemos la

fórmula de Taylor para n = 2.

1. Sea f una función de clase C(2) que cumple las condiciones del teorema de Taylor

f (x) = f (x0)(x− x0)
0 + f ′(x0)(x− x0)

1 +
f (2)(ξ(x))

2
(x− x0)

2 (1.25)

si hacemos h = x− x0 y reemplazamos en (1.25) tenemos

f (x0 +h) = f (x0)h
0 + f ′(x0)h

1 +
f (2)(ξ(x0+h))

2
h2

f (x0 +h) = f (x0)+ f ′(x0)h+
f (2)(ξ(x0+h))

2
h2, x0 < ξx0+h < x0 +h

despejando f ′(x0) tenemos

f ′(x0) =
f (x0 +h)− f (x0)

h
− h

2
f (2)(ξ(x0+h)) (1.26)

donde

−h

2
f (2)(ξ(x0+h)) ∈ O(h)

es decir

−h

2
f (2)(ξ(x0+h))∼ O(h)

16

El método de diferencias finitas (MDF)



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

17

2 El método de diferencias finitas (MDF)

entonces la ecuación (1.26) se puede escribir en la forma

f ′(x0) =
f (x0 +h)− f (x0)

h
+O(h)

luego definamos la aproximación de la derivada por la diferencia finita

f ′(x0)≈
f (x0 +h)− f (x0)

h
(1.27)

La aproximación (1.27) es llamada aproximación por diferencias finitas progresiva

o hacia adelante para f ′, donde O(h) es llamado error de truncamiento de orden

p = 1, este orden depende de la potencia de h y como aparece es O(hp) e involucra
dos puntos.

2. Usando la fórmula (1.25) con x = x0 −h , h > 0, tenemos

f (x0 −h) = f (x0)− f ′(x0)h+
f (2)(ξ(x0−h))

2
h2

f ′(x0) =
f (x0)− f (x0 −h)

h
+

h

2!
f (2)(ξ(x0−h) (1.28)

donde
+

h

2
f (2)(ξ(x0−h) ∈ O(h)

es decir
+

h

2
f (2)(ξ(x0+h))∼ O(h)

entonces tenemos que la expresión (1.28) se puede escribir en la forma

f ′(x0) =
f (x0)− f (x0 −h)

h
+O(h)

luego, se define la aproximación de diferencias finitas para la primera derivada

f ′(x0)≈
f (x0)− f (x0 −h)

h
(1.29)

La ecuación (1.29) es llamada aproximación de diferencia finita regresiva o hacia

atrás para f ′(x), donde O(h) es llamado error de truncamiento de orden p = 1, el
cual depende de la potencia de h e incluye dos puntos.

3. Desarrollemos la fórmula de Taylor para n = 3,

f (x) = f (x0)(x− x0)
0 + f ′(x0)(x− x0)

1 +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2

+
f (3)(ξ(x))

3!
(x− x0)

3 (1.30)
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a. Sea x− x0 = h, entonces reemplazando en (1.30)

f (x0 +h) = f (x0)+ f ′(x0)h+
h2

2!
f ′′(x0)+

h3

3!
f (3)(ξ(x0+h)) (1.31)

b. Sea x− x0 =−h, h > 0 , entonces reemplazando en (1.30) obtenemos

f (x0 −h) = f (x0)− f ′(x0)h+
h2

2!
f ′′(x0)−

h3

3!
f (3)(ξ(x0−h)) (1.32)

restando (1.32) de (1.31) se tiene la ecuación

f (x0 +h)− f (x0 −h) = 2 f ′(x0)h+
h3

3!

[
f (3)(ξ(x0+h))+ f (3)(ξ(x0−h))

]

despejando f ′(x0), obtenemos

f ′(x0) =
f (x0 +h)− f (x0 −h)

2h
− h2

3!

[
f (3)(ξ(x0+h))+ f (3)(ξ(x0−h))

]
(1.33)

donde

−h2

3!
f (3)(ξ(x0±h)) ∈ O(h2)

es decir

−h2

3!
f (3)(ξ(x0±h))∼ O(h2)

La ecuación (1.33) se puede escribir en la forma

f ′(x0) =
f (x0 +h)− f (x0 −h)

2h
+O(h2)

Luego, se define la aproximación de diferencias finitas

f ′(x0)≈
f (x0 +h)− f (x0 −h)

2h
(1.34)

La aproximación de diferencias (1.34) se llama aproximación por diferencia

central para f ′, donde O(h2) es llamado error de truncamiento de orden p= 2.
Esta aproximación incluye tres puntos.

Usando la fórmula de Taylor se puede hallar otras aproximaciones para la primera
derivada, las mismas que pueden involucrar más de tres puntos, y ser de mayor orden,

como por ejemplo

f ′(x0)≈
6 f (x0 +h)−3 f (x0)−2 f (x0 −h)− f (x0 +2h)

6h
(1.35)
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la cual es de tercer orden.

Ahora definamos las aproximaciones para la segunda derivada. Sea f una función de
clase C(3), que satisface las condiciones del teorema de Taylor para n = 3, alrededor de

un punto x0

f (x) = f (x0)(x− x0)
0 + f ′(x0)(x− x0)

1 +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2

+
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 +
f (4)(ξ(x0+h))

4!
(x− x0)

4 (1.36)

Sea x− x0 = h, h > 0, sustituyendo en (1.36) tenemos

f (x0 +h) = f (x0)+h f ′(x0)+
h2

2!
f ′′(x0)+

h3

3!
f ′′′(x0)+

h4

4!
f (4)(ξ(x0+h)) (1.37)

Sea x− x0 =−h, h > 0, sustituyendo en (1.36) tenemos

f (x0 −h) = f (x0)−h f ′(x0)+
h2

2!
f ′′(x0)−

h3

3!
f ′′′(x0)+

h4

4!
f (4)(ξ(x0−h)) (1.38)

Sumando (1.37) y (1.38) tenemos

f (x0 +h)+ f (x0 −h) = 2 f (x0)+h2 f ′′(x0)

+ 2
h4

4!

[
f (4)(ξ(x0+h))+ f (4)(ξ(x0−h))

]

despejando f ′′(x0) obtenemos la ecuación

f ′′(x0) =
f (x0 +h)−2 f (x0)+ f (x0 −h)

h2 +
h2

12

[
f (4)(ξ(x0+h))+ f (4)(ξ(x0−h))

]
(1.39)

observando que

−h2

3!
f (4)(ξ(x0±h)) ∈ O(h2) (1.40)

es decir

−h2

3!
f (4)(ξ(x0±h))∼ O(h2) (1.41)

entonces escribimos (1.39) como

f ′′(x0) =
f (x0 +h)−2 f (x0)+ f (x0 −h)

h2 +O(h2) (1.42)

luego, se define la aproximación de diferencias finitas

f ′′(x0)≈
f (x0 +h)−2 f (x0)+ f (x0 −h)

h2 (1.43)

La aproximación (1.43) es llamada aproximación de diferencia central de f ′′(x0), donde

O(h2) es llamado error de truncamiento de orden p = 2.
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1.3. Problema de valor inicial con condiciones de contorno

Un problema de ecuaciones diferenciales parciales se puede expresar en la siguiente

forma

(P)





P(∂t ,∂x)u = f en Ω ⊂ Rn, t > 0

u = g en ∂Ω
u(x,0) = u0 en t = 0

donde P es un polinomio de ecuaciones diferenciales.

Ejecutamos los tres pasos de discretización para un problema.

1. Discretización del dominio

Sean ∆x y ∆t números positivos que se pueden denotar por k y h respectivamente,

entonces la malla está formada por los puntos (x j, tn) = ( j∆x,n∆t) para enteros

arbitrarios j y n. Para una función discreta v definida sobre la malla, denotamos sus

valores por vn
j en los puntos malla (x j, tn). También usaremos la notación un

j para

u(x j, tn), donde u es una función continua en el plano x t. El conjunto de puntos

(x j, tn) para un valor de n fijo es llamado nivel de malla n. La idea básica para el

esquema de diferencias finitas es reemplazar derivadas por sus diferencias finitas.

Tenemos ahora las fórmulas de aproximación para la derivada respecto a t en el

nodo ( jh,nk)

∂u

∂ t
( jh,nk) ≈

u( jh,(n+1)k)−u( jh,nk)

∆t

≈
u( jh,(n+1)k)−u( jh,(n−1)k)

2∆t

Similares fórmulas aproximan las derivadas con respecto a x,

∂u

∂x
( jh,nk) ≈

u(( j+1)h,nk)−u( jh,nk)

∆x

≈
u(( j+1)h,nk)−u(( j−1)h,nk)

2∆x

≈
u( jh,nk)−u(( j−1)h,nk)

∆x

∂ 2u

∂x2 ( jh,nk) ≈
u(( j+1)h,nk)−2u( jh,nk)+u(( j−1)h,nk)

(∆x)2

20

Problema de valor inicial con condiciones de contorno



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

21

3 Problema de valor inicial con condiciones de contorno

2. Discretización de la variable

Se define una variable discreta

vi : {τ} → R

( j,n) �→ v( j,n) = vn
j

que aproxima la solución exacta por

u(x j, tn) = un
j ≈ vn

j

de tal manera que v0
j = u0(x j), j ∈ Z.

Observe que la discretización de la variable significa definir la incógnita discreta
que sea consistente con la discretización, con la condición inicial y las condiciones

de contorno, si las hubiera.

3. Discretización de la ecuación diferencial

Discretizamos la ecuación que aparece en el problema (P) usando la serie de Taylor
en el nodo ( j△x,n△t),

un+1
j = u( j∆x,(n+1)∆t) = u( j∆x,n∆t)+

∆t

1!
∂u

∂ t
( j∆x,n∆t)

+
∆t2

2!
∂ 2u

∂ t2 ( j∆x,n∆t)+ . . .

La derivada de u respecto a t evaluada en los puntos ( j△x,n△t) es

un+1
j −un

j

∆t
=

∂u

∂ t
+

∆t

2
(
∂ 2u

∂ t2 )
n
j + . . . (1.44)

Generalmente escribiremos esto utilizando la notación ”big O”

un+1
j −un

j

∆t
=

∂u

∂ t
+O(∆t), (1.45)

donde se asume que las derivadas de mayor orden de u en ( j∆x,n∆t) son acotadas.

Entonces una aproximación de ut( j∆x,n∆t) puede ser dada por

vn+1
j − vn

j

∆t
(1.46)

En forma similar para la segunda derivada de uxx( j∆x,n∆t)

uxx(x, t) = lı́m
∆x→0

u(x+∆x, t)−2u(x, t)+u(x−∆x, t)

∆x2 (1.47)
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la aproximación es dada por

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

∆x2 (1.48)

Así las expresiones dadas en (1.46) y (1.48) pueden ser usadas para aproximar la

ecuación diferencial
∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2 (1.49)

en el nodo ( j∆x,n∆t) por

vn+1
j − vn

j

∆t
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

∆x2 (1.50)

o escrito en forma de algoritmo

vn+1
j = vn

j +α
∆t

∆x2 (v
n
j+1 −2vn

j + vn
j−1) (1.51)

Finalmente, es fácil ver que las condiciones iniciales y de frontera son aproximados

por

v0
j = f ( j∆x), j = 0, . . . ,M (1.52)

vn+1
0 = a((n+1)∆t), n = 0, . . . (1.53)

vn+1
M = b((n+1)∆t), n = 0, . . . (1.54)

1.4. Convergencia

El concepto de convergencia es un concepto matemático familiar, conocido en la con-

vergencia de sucesiones de números. Sin embargo, aquí se refiere al hecho de que son

sucesiones de soluciones discretas obtenidas como soluciones de los problemas discretos

que aproximan a la solución exacta de un problema continuo.

Las sucesiones de soluciones de los problemas discretos, que son soluciones aproxi-

madas se obtienen cuando ∆x,∆t tiende a cero, [16], [17]. Por tanto, es suficiente utilizar

los puntos de la malla, por lo que será necesario hablar de convergencia puntual y/o

convergencia uniforme.

Una importante pregunta concerniente a las soluciones discretas obtenidas compu-

tacionalmente es, ¿ Qué garantía puede ser dada para que la solución computacional sea

próxima a la solución exacta de la ecuación diferencial parcial y bajo qué circunstancias

la solución computacional coincide con la solución exacta?. La segunda parte de esta

pregunta puede ser respondida requiriendo que la solución aproximada (computacional)

22
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converja a la solución exacta cuando; ∆x, ∆t tiende a cero. Sin embargo, convergencia es

muy difícil de establecer directamente por tanto, una ruta indirecta es utilizar dos concep-
tos muy relacionados y que juntos implican convergencia mediante el teorema de Lax-

Ritmeyer. Estos conceptos son consistencia y estabilidad.

        

         Ecuación 

         Diferencial

              Solución 

                Exacta

            

            .

              Solución 

           

             Aproximada

                Convergencia

                         Discretización

                  Consistencia

                

                  Sistema

                      de 

               Ecuaciones

                 Estabilidad

Métodos 

Analíticos

Figura 1.1: Consistencia, estabilidad y convergencia

Esta ruta indirecta requiere que el operador de diferencias discreto debe ser consistente
con el operador diferencial parcial. Eesto implica la inversa del proceso de discretización.

A través del desarrollo de la serie de Taylor se recuperan las ecuaciones diferenciales

gobernantes cuando ∆x, ∆t tienen a cero. Además, el algoritmo usado para resolver el
sistema de ecuaciones algebraicas para obtener la solución aproximada debe ser estable.

El teorema de Lax-Ritmeyer es de gran importancia, puesto que es relativamente fácil
demostrar la estabilidad de un algoritmo y la consistencia de la discretización con la

ecuación diferencial parcial original, mientras que por lo general es muy difícil de mostrar
la convergencia de las soluciones.

En realidad, la convergencia es necesaria medirla en alguna norma. Veamos la siguien-
te definición.

4.1 Definición.-

La sucesión de soluciones discretas {vn
j} converge en la norma �.�∆x si y solo si

lı́m
∆x→0

( máx
j=0,1,...,T/∆t

�ej�∆x) = 0 (1.55)
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para cualquier condición inicial y para cada T > 0, r = α
∆t

∆x2 es constante cuando ∆x→ 0,

es decir, a medida que se refina la malla ( j∆x,n∆t)→ (x, t) si ∆x,∆t → 0.

�

La diferencia entre la solución exacta de la ecuación diferencial parcial y la solución

exacta del sistema de ecuaciones diferenciales es llamada error de solución, denotado
por en

j , así que
en

j = u(x j, tn)− vn
j (1.56)

Recordemos que Φ satisface el problema

∂Φ
∂ t

=
∂ 2Φ
∂x2 , 0 < x < 1, t > 0, (1.57)

Φ(x,0) = f (x), 0 ≤ x ≤ 1, (1.58)

Φ(0, t) = g1(t), Φ(1, t) = g2(t), t ≥ 0 (1.59)

Entonces la soluciones aproximadas {vn
j} del problema satisfacen

vn
j = Φn

j − en
j (1.60)

Ahora escribimos el esquema de diferencias finitas de Euler hacia delante,

vn+1
j − vn

j − r(vn
j−1 −2vn

j + vn
j+1) = 0 (1.61)

que satisface las condiciones de contorno

vn
0 = g1(tn), vn

N = g2(tn), n = 1,2, . . . (1.62)

Ahora reemplazando (1.60) en este esquema se tiene

Φn+1
j − en+1

j − (Φn
j − en

j) − r(Φn
j−1 −2Φn

j +Φn
j+1)

+ r(en
j−1 −2en

j + en
j+1) = 0 (1.63)

De ello se obtiene

en+1
j = ren

j−1 +(1−2r)en
j + ren

j+1+Φn+1
j −Φn

j

+ r(2Φn
j −Φn

j−1 −Φn
j+1) (1.64)

Ahora utilizando el teorema de Taylor con h = ∆x y k = ∆t números positivos a fin de
simplificar la notación para aproximar

Φn
j+1 = Φ(x j +h, tn) = Φn

j +h(
∂Φ
∂x

) j,n +
h2

2!
(
∂ 2Φ
∂x2 )(x j+θ1h,tn) (1.65)
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Φn
j−1 = Φ(x j −h, tn) = Φn

j −h(
∂Φ
∂x

) j,n +
h2

2!
(
∂ 2Φ
∂x2 )(x j−θ2h,tn) (1.66)

y

Φn+1
j = Φ(x j, tn + k) = Φn

j + k(
∂Φ
∂ t

)(x j,tn+θ3k) (1.67)

donde 0 < θ1,θ2,θ3 < 1.
Sustituyendo (1.65), (1.66) y (1.67) en (1.64) se tiene

en+1
j = (ren

j−1+(1−2r)en
j + ren

j+1)+ k[(
∂Φ
∂ t

)(x j,tn+θ3k)− (
∂ 2Φ
∂x2 )(x j+θ4h,tn)]

con −1 < θ4 < 1.
Por lo tanto, los errores en

j satisfacen las mismas condiciones que la solución. Ahora
se define

En = máx
j

|en
j | (1.68)

el máximo error en el nivel n y también se define su máximo en toda la malla de la
diferencia

Mh,k = máx
( j,n)

|(∂Φ
∂ t

)(x j,tn+θ3k)− (
∂ 2Φ
∂x2 )(x j+θ4h,tn)| (1.69)

para todo j y n. Sabiendo que r =
h

k2 > 0 e imponiendo la condición r ≤ 0.5 se tiene que

todos los coeficientes de e son positivos o cero, por consiguiente se obtiene que

|en+1
j | ≤ r|en

j−1|+(1−2r)|en
j |+ r|en

j+1|+ kMh,k

≤ rEn +(1−2r)En + rEn + kMh,k

= En + kMh,k, (1.70)

para todo j. Es decir,
|en+1

j | ≤ En + kMh,k (1.71)

Así (1.70) permite para todo j, y por lo tanto, para máx j |en+1
j | se cumple

En+1 ≤ En + kMh,k (1.72)

para todo n.

Luego recursivamente tenemos la cadena de desigualdades

En+1 ≤ En + kMh,k ≤ (En−1 + kMh,k)+ kMh,k = En−1 +2kMh,k (1.73)

y por consiguiente

En ≤ E0 +nkMh,k = tn Mh,k (1.74)
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donde tn = nk y puesto que los valores iniciales de v y Φ son los mismas se cumple E0 = 0.

Además cuando h → 0, k = rh2 → 0, ( jh, ,nk)→ (x, t) y la malla se refina que se tiene
que Mh,k tiende a

máx
(x,t)

|(∂Φ
∂ t

− ∂ 2Φ
∂x2 )(x,t)| (1.75)

Ahora puesto que Φ es solución de (1.57), se tiene que el valor límite de Mh,k es cero. Por
lo tanto, cuando h,k → 0;

|Φn
j −φ n

j |= |en
j | ≤ máx

( j,n)
|en

j |= En

es decir

|Φn
j −φ n

j | ≤ En (1.76)

para todo n. Por tanto, se cumple que vn
j → Φ(x, t) cuando ( jh,nk)→ (x, t).

Se ha demostrado que v converge en la norma del máximo a Φ cuando h → 0, r ≤ 1/2

y t es finito. Cuando r > 1/2 puede demostrarse que el esquema no genera una sucesión
de soluciones convergente.

Para esquemas de multipasos la definición asume que algún procedimiento inicial es
usado para computar los primeros niveles de tiempo, necesarios para emplear los esque-

mas de multipasos. En el caso que los datos son especificados sobre estos primeros niveles
de tiempo, las definiciones se modifican para requerir vm

j , 0 ≤ m ≤ J converja a v0(x j).

Considerar ahora la ecuación diferencial parcial en su forma general

L u = F (1.77)

la cual es una ecuación de primer orden en la derivada con respecto a t.

4.1. Convergencia de un problema de valor inicial

Un esquema de diferencias finitas tal como aquella que discutiremos es usado porque

sus soluciones aproximan a las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales parciales.
Pero realmente es necesario para que la solución de las ecuaciones en diferencias puedan
aproximar a la solución de la ecuación diferencial parcial con cualquier precisión deseada.

Así es necesario alguna clase de convergencia de la solución de la ecuación en diferencias
a la solución de la ecuación diferencial parcial.

Empezamos considerando problemas de valor inicial. Así consideremos la ecuación
diferencial parcial

L u = F (1.78)
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donde las funciones u y F están definidas en toda la recta real y además se tiene la con-

dición inicial u(x,0) = f (x), x ∈ R. Asumimos que hemos obtenido una solución apro-
ximada de (1.78) por el esquema de diferencias finitas que denotaremos por Ln

j donde, n

corresponde al paso del tiempo y j al punto espacial de la malla. Esta solución aproximada
la denotaremos por vn

j la cual esta definida sobre toda la malla

τ = {( j∆x,n∆t), j =−∞, . . . ,+∞, n = 0, . . .}.

y por u la solución exacta de nuestro problema de valor inicial.
Empezamos dando la siguiente definición

4.2 Definición.-

Un esquema de diferencias finitas Ln
jv

n
j = Gn

j que aproxima a la ecuación diferencial par-
cial L u = F es un esquema puntualmente convergente si para cualquier solución u de la

ecuación diferencial tal que v0
j converge a u0(x), entonces vn

j converge a u(x, t) cuando ∆x

y ∆t tienden a cero. �

Para esquemas de multipasos la definición (4.2) asume algún procedimiento inicial
usado para ocupar los primeros niveles de tiempo.

4.1.1 Ejemplo.-

Demostrar que la solución del esquema de diferencias finitas

vn+1
j = (1−2r)vn

j + r(vn
j+1 + vn

j−1) (1.79)

v0
j = f ( jh), −∞ < j < ∞ (1.80)

donde r = αk/h2, 0 ≤ r ≤ 1/2, converge puntualmente a la solución del problema de
valor inicial

ut = αuxx, x ∈ R, t > 0 (1.81)

u(x,0) = f (x), x ∈ R (1.82)

Solución. Debemos entender que estamos considerando un problema de valor inicial

sobre todo R, el índice j sobre vn
j será el rango sobre todo los enteros, −∞ < j <+∞.

Denotamos la solución exacta del problema de valor inicial (1.81)-(1.82) por u tal que

en
j = vn

j −u( jh,nk) (1.83)

Si introducimos u en la ecuación (1.79) y multiplicamos por k, vemos que un
j = u( jh,nk)

satisface

un+1
j = (1−2r)un

j + r(un
j+1 +un

j−1)+O(k2)+O(kh2) (1.84)
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Entonces sustrayendo la ecuación (1.84) de la ecuación (1.79), vemos que en
j satisface

en+1
j = (1−2r)en

j + r(en
j+1 + en

j−1)+O(k2)+O(kh2) (1.85)

Si 0< r< 1/2, los coeficientes del lado derecho de la ecuación (1.85) son no-negativos

y

|en
j | ≤ (1−2r)|en

j |+ r|en
j+1|+ r|en

j−1|+A(k2 + kh2) (1.86)

donde A es una constante asociada con el término ”big O” que depende de las hipótesis

asumidas sobre las derivadas de orden superior. Por lo tanto, si tomamos la norma del
supremo en el nivel n

En = sup
−∞< j<+∞

{|en
j |} (1.87)

llegamos a
En+1 ≤ En +A(k2 + kh2) (1.88)

Hay que notar que en el supremo sobre el lado derecho se incluyen los términos que

contienen k y h. En este caso asumimos que la constante A es una cota de la segunda
derivada con respecto al tiempo y la cuarta derivada con respecto al espacio en toda la
recta real. Así hemos asumido que estas derivadas de la solución son uniformemente

acotadas en toda la recta.
Aplicamos repetidamente (1.88) y llegamos a

En+1 ≤ En +A(k2 + kh2)≤ . . .≤ E0 +(n+1)A(k2+ kh2) (1.89)

Puesto que E0 = 0, tenemos

En+1 ≤ (n+1)A(k2+ kh2) (1.90)

De donde se tiene que
∣∣∣vn+1

j −u( jh,(n+1)k)
∣∣∣≤ (n+1)kA(k2+ kh2)→ 0 (1.91)

cuando k,h → 0.
Así vemos que para cualquier x y t, cuando k y h se aproximan a 0 en semejante forma

que ( jh,(n+1)k)→ (x, t), vn
j se aproxima a u(x, t).

Deberíamos notar que puesto que (n+1) en la ecuación (1.91) puede causar proble-

mas en nuestra convergencia ( no es bueno que tengamos términos que van al infinito en
una expresión que deseamos que tienda a cero). Esto fue un hecho que en el último paso

se tenga (n+1)k → t. �.

28

Convergencia



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

29

4 Convergencia

Ahora usamos la norma del máximo sobre el espacio de sucesiones acotadas, l∞,

�u�∞ = máx
−∞< j<+∞

|u j| (1.92)

Si un = (. . . ,un
−1,u

n
0,u

n
1, . . .)

T y vn = (. . . ,vn
−1,v

n
0,v

n
1, . . .)

T , entonces tenemos que probar

que para t tal que (n+ 1)k se aproxima a t, vn+1 se aproxima a u(., t) en la norma del

máximo (1.92).

Puesto que, en general, la convergencia puntual es difícil de probar, cambiaremos la

definición de convergencia en términos de la norma del máximo.

Por conveniencia denotamos el vector de valores de la solución de la ecuación de

diferencias vn
j en el nivel n por vn y el vector de valores en nk de la solución de la ecua-

ción diferencial parcial evaluada en los puntos malla u( jh,nk) por un, generalizamos la

definición de convergencia en la siguiente forma.

4.3 Definición.-

Un esquema de diferencias finitas Ln
j v

n
j = Gn

j , que aproxima a la ecuación diferencial

parcial L u = F , es un esquema convergente en la norma �.� en el tiempo t si cuando

(n+1)k → t,

�un+1 −vn+1�→ 0 (1.93)

cuando h → 0 y k → 0. �

Debe especificarse que en la definición (1.96) no fue especificada la norma porque en

diferentes situaciones, diferentes normas serán utilizadas.

Se probó que un esquema explícito (1.79) fue convergente de acuerdo a la definición

(4.2) en la norma del supremo. En otras ocasiones veremos que la norma natural elegida

será una variación de la norma L2 y la norma L2,h. Así, siempre que trabajemos con

normas estas deben ser especificadas.

Debe quedar claro que la definición (4.3) difiere de la definición (4.2). Usando la

definición (4.2), la razón de convergencia de vn
j a u(x, t) (razón en términos de hx → 0 y

kt → 0) puede variar considerablemente para diferentes valores de x. Puede ocurrir, según

la Definición (4.2), que un esquema converge en algunos valores de (x, t) y no en otros.

Sin embargo, via la definición (4.3) (es decir � un −vn� es pequeño), entonces se obtiene

que vn
j esta proxima a un

j para todo j.

A veces deseamos discutir convergencia en términos de la rapidez en la cual la solu-

ción del esquema de diferencias converge a la solución de la ecuación diferencial parcial.

Para este propósito utilizamos una definición de convergencia de orden (p,q) como sigue
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4.4 Definición.-

Un esquema de diferencias finitas Ln
j v

n
j = Gn

j , que aproxima a la ecuación diferencial

parcial L u = F , es un esquema convergente de orden (p,q) en la norma �.�, si para

cualquier t, tal que (n+1)k → t,

�un+1 −vn+1�= O(hp)+O(kq) (1.94)

cuando h → 0 y k → 0. �

Cuando usamos la notación ”big O”, debemos recordar siempre que existe una cons-

tante involucrada, es decir, la ecuación (1.94) es realmente una notación corta para existe

una constante C tal que

�un+1 −vn+1� ≤C(O(hp)+O(kq)) (1.95)

En este caso la constante depende de t.

4.2. Convergencia de un problema de valor inicial-contorno

La diferencia entre convergencia en problemas de valor inicial y problemas de valor

inicial-contorno está en los espacios que se usa. En la sección anterior, el espacio en el cual

se ha trabajado es el espacio de sucesiones L2, el cual es un espacio infinito dimensional.

Sin embargo, si consideramos el esquema de diferencias finitas sobre el intervalo [0,1] o

más generalmente en el intervalo [0,L], con condiciones de Dirichlet nulas, el problema

discreto es un problema finito dimensional, es decir, está definido en RN
0 .

Ahora, si v0
j = f ( j∆x), j = 0, . . . ,M, vn

0 = 0, n = 1, . . ., y vn
M = 0, n = 1, . . ., y encon-

tramos que vn
j , j = 1, . . . ,M−1, n = 1, . . .. Cuando h es pequeño o M es grande, el vector

desconocido será grande pero finito. Esto hace que no podamos medir adecuadamente la

diferencia entre la solución del esquema de diferencias y la solución de la ecuación dife-

rencial parcial. Es decir, no existe un espacio bueno en el cual la convergencia se pueda

establecer.

Existen varias aproximaciones de cómo afrontar este problema. La aproximación que

tomaremos requiere que ∆x → 0 de una manera ordenada y definir la convergencia en

términos de la norma de los espacios apropiados.

Empezamos definiendo una partición del intervalo [0,1] en un malla uniforme descrito

por un incremento h. Entonces considerar una sucesión de tales particiones con incremen-

tos {∆xi}, i = 1, . . .M tal que ∆xi → 0 cuando i → ∞. Sea Xi un espacio finito dimensional

lineal normado conteniendo la solución asociada con el incremento ∆xi.

Denotamos una norma sobre Xi por �.�i, la definición de convergencia de un problema

de valor inicial-contorno quedará expresado como sigue.
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4.5 Definición.-

Un esquema de diferencias finitas Ln
j v

n
j = Gn

j , que aproxima a la ecuación diferencial

parcial L u = F , es un esquema convergente en la norma �.�i en el tiempo t, si para

cualquier sucesión de particiones ∆xi tal que (n+1)∆t → t,

�un+1 −vn+1�i → 0 (1.96)

cuando i → ∞ y ∆t → 0. �

En una forma similar, se puede definir convergencia de orden (p,q).

Aunque para satisfacer la definición (4.5) debemos considerar todas las particiones

que converjan a cero, el modelo para usar la definición (4.5) es usar el dominio [0,1]

y h = 1/M. Entonces el espacio obtenido será finito dimensional, de orden M − 1, M o

M + 1, dependiendo de que tipo de condiciones de frontera son usadas en los extremos

del intervalo. Sin embargo, como veremos más adelante, probar convergencia para un

problema de valor inicial y de frontera es más complicado que hacerlo para problemas de

valor inicial.

Para ilustrar la definición (4.5) nuevamente probaremos la convergencia del esquema

explícito (1.79), esta vez para el problema de valor inicial-frontera.

4.2.1 Ejemplo.-

Demostrar que para 0 ≤ r ≤ 1/2 la solución del esquema de diferencias del problema de

valor inicial discreto y de contorno

vn+1
j = (1−2r)vn

j + r(vn
j−1 + vn

j+1), n ≥ 0, j = 1, . . .M−1 (1.97)

vn+1
0 = vn+1

M = 0 n ≥ 0 (1.98)

v0
j = f ( j∆x), j = 0, . . . ,M (1.99)

converge en la norma del supremo a la solución del problema de valor inicial-frontera

ut = auxx, x ∈ (0,1), t > 0 (1.100)

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0 (1.101)

u(x,0) = f (x), x ∈ [0,1], (1.102)

Solución. Probamos convergencia del esquema (1.97)-(1.99) en la misma forma que

se prueba para un problema de valor inicial, excepto en este caso nuestro vector tiene

longitud finita y el tamaño irá modificándose. También porque hacemos esto en forma

similar, eventualmente tenemos que hacer varias suposiciones para hacer el trabajo de

prueba. Empezamos escribiendo ∆xm como el incremento en una partición con Mm + 1
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puntos. Sea Xm el espacio de (Mm −1) vectores en RMm−1 con norma del supremo finito

dimensional,

�(v1, . . . ,vMm−1)
T�Mm−1,∞ = sup

1≤ j≤Mm−1
|v j|

Haciendo

en
j = vn

j −u( j∆xm,n∆t)

Como vimos anteriormente en
j satisface

en+1
j = (1−2r)en

j + r(en
j−1 + en

j+1)

+O(∆t2)+O(∆t(∆xm)
2), j = 1, . . . ,Mm−1 (1.103)

Si 0 < r ≤ 1/2, los coeficientes del lado derecho de la ecuación (1.103) son no negativos,

donde en
0 y en

Mm
son ambos ceros, y

|en+1
j | ≤ (1−2r)|en

j|+ r|en
j+1|+ r|en

j−1|+A(O(∆t2)+O(∆t(∆xm)
2))

≤ �en�Mm−1,∞ +A(O(∆t2)+O(∆t(∆xm)
2))

donde

en = (en
1, . . . ,eMm−1)

T

Si tomamos el supremo sobre el lado izquierdo de la desigualdad anterior y aplicamos

repetidamente esta desigualdad, entonces tenemos

�en+1�Mm−1,∞ ≤ (n+1)∆tA(∆t+(∆xm)
2)

Por lo tanto, cuando ∆t → 0, (n+1)∆t → t, y m → ∞,

�un+1 −vn+1�Mm−1,∞ → 0, (1.104)

puesto que ∆xm → 0, se tiene que el esquema es convergente. �

1.5. Consistencia

En esta sección trataremos sobre el problema de aproximación de operadores dife-

renciales, es decir, qué tan próximo se encuentra el operador diferencial continuo y el

operador de diferencias finitas.
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5.1. Consistencia de problemas de valor inicial

5.1 Definición (Consistencia Puntual).-
El esquema de diferencias finitas Ln

jv
n
j = Gn

j es puntualmente consistente con la ecuación

diferencial parcial L u = F en el punto (x, t) si para cualquier función suave φ = φ(x, t),
se tiene que

(L u−F)|nj − (Ln
jφ

n
j −Gn

j)→ 0

cuando h, k → 0 y ( jh,nk)→ (x, t). �

Asumiendo que estamos trabajando con un esquema de diferencias de dos niveles y
una ecuación diferencial parcial de primer orden en la variable t; el esquema de diferencias

finitas se escribe en la forma:
vn+1 = Qvn + kGn

donde

vn = (. . . ,vn
−1,v

n
0,v

n
1, . . .)

T ,

Gn = (. . . ,Gn
−1,G

n
0,G

n
1, . . .)

T

y Q es un operador de diferencias que actúa sobre un espacio apropiado, entonces una
definición de consistencia puede ser dada en función de una norma.

5.2 Definición.-

El esquema de diferencias finitas (5.1) es consistente con la ecuación diferencial parcial

L u = F en la norma �.� si la solución de la ecuación diferencial parcial, u, satisface

un+1 = Qun + kGn + kτn, (1.105)

donde τn es el error de truncamiento y satisface

�τn�→ 0 (1.106)

cuando h, k → 0. �

Una simple variación de la definición (5.2) es dada cuando se quiere precisar de con-

sistencia.

5.3 Definición.-

El esquema de diferencias finitas (5.1) se dice que es consistente de orden de precisión
(p,q) con la ecuación diferencial parcial L u = F si

�τn�= O(hp)+O(kq) (1.107)

donde τn o �τn� es el error de truncamiento. �
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5.1.1 Ejemplo.-

Discutir la consistencia del esquema explícito de Euler

vn+1
j − vn

j

k
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

h2 , j ∈ Z,n ∈ Z
T (1.108)

con la ecuación diferencial parcial

ut = αuxx, −∞ < x < ∞, t > 0 (1.109)

Solución. Si denotamos la solución de la ecuación diferencial parcial (1.109) por u, e

insertando u en la expresión (1.108) se obtiene

(un+1
j −un

j)− r(un
j+1−2un

j +un
j−1) = O(k2)+O(kh2) (1.110)

donde r = αk/h2. Para aplicar las definiciones (5.2)-(5.3) debemos ser cuidadosos de lo

que esta contenido en O(k) +O(h2). Si asumimos que la segunda derivada de u con

respecto a t y la cuarta derivada de u con respecto a x existe y es acotada en alguna

vecindad del punto (x, t), la expresión (1.110) implicará que el esquema de diferencias

(1.108) es puntualmente consistente con la ecuación diferencial parcial (1.109).

Para mostrar que el esquema (1.108) es consistente, de orden de precisión (h2,k),

escribimos primero el esquema (1.108) en forma explícita,

vn+1
j = vn

j + r(vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1) (1.111)

La ecuación (1.111) nos da cada componente de una ecuación en la forma de (1.96) con

Gn = 0.
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Ahora de (1.105) y de la fórmula de Taylor se tiene:

k τn
j = un+1

j −{un
j + r[un

j+1 −2un
j +un

j−1]}

= un
j +(ut)

n
j∆t +utt( j∆x, t1)

∆t2

2

− {un
j + r[vn

j +(ux)
n
j∆x+(uxx)

n
j

∆x2

2
+(uxxx)

n
j

∆x3

6

+ uxxxx(x1,n∆t)
∆x4

24
−2un

j +un
j − (ux)

n
j∆x

+ (uxx)
n
j

∆x2

2
− (uxxx)

n
j

∆x3

6
+uxxxx(x2,n∆t)

∆x4

24
)]}...

= (ut)
n
j∆t − r∆x2(uxx)

n
j +utt( j∆x, t1)

∆t2

2

− ruxxxx(x1,n∆t)
∆x4

24
− ruxxxx(x2,n∆t)

∆x4

24
...

= (ut −αuxx)
n
j∆t +utt( j∆x, t1)

∆t2

2

− αuxxxx(x1,n∆t)
∆x2

24
∆t −αuxxxx(x2,n∆t)

∆x2

24
∆t...

Del hecho que ut −αuxx = 0 se tiene:

τn
j = utt( j∆x, t1)

∆t

2
−α(uxxxx(x1,n∆t)+uxxxx(x2,∆t))

∆x2

24
(1.112)

Ahora decidiremos que norma usar:

1. Si asumimos que utt y uxxxx son uniformemente acotadas sobreR×[0, t0], para algún

t0 > t, podemos entonces usar estas cotas con la norma del supremo para obtener

�τ�∞ = sup
i

{τi}= sup |utt( jh, t)| k

2
+ sup

i

|uxxxx|
h2

12
≤ Ak+Bh2

Por lo tanto, el esquema es de orden de precisión (h2,k) con respecto a la norma
del supremo.

2. Si asumimos que utt y uxxxx satisfacen

∞

∑
j=−∞

[(utt)
n
j ]

2h < A < ∞ (1.113)

y
∞

∑
j=−∞

[(uxxxx)
n
j ]

2h < B < ∞ (1.114)
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para cualquier h y k. Entonces decimos que el esquema de diferencias finitas es de

orden de precisión (h,k) con respecto a la norma l2,h.

�

5.2. Consistencia de problemas de valor inicial-contorno

La consistencia puntual será la misma que aparece en la definición (5.1), excepto que

ahora tenemos que analizar cualquier condición de frontera que contiene una aproxima-
ción.

Para la norma consideremos una sucesión de particiones del intervalo [0,1] definien-
do una sucesión de incrementos espaciales {∆x j} y una sucesión de espacios apropiados,

{Xj}, con normas �.� j Entonces las Definiciones (5.2) y (5.3) se aplican a problemas de
valor inicial-contorno usando la sucesión de normas �.� j. La diferencia importante entre
entre los problemas de valor inicial y problemas de valor inicial-contorno está en escribir

el problema de valor inicial-contorno en alguna forma que pueda ser analizada en una
sucesión lógica de espacios vectoriales.

5.2.1 Ejemplo.-

Problema discreto con el esquema de diferencias finitas de Euler

vn+1
j = (1−2r)vn

j + r(vn
j+1 + vn

j−1), j = 1, . . . ,M−1 (1.115)

v0
j = f ( j∆x) (1.116)

vn+1
M = 0 (1.117)

vn+1
0 = (1−2r)vn

0 +2run
1 (1.118)

j = 1, ...M−1 (1.119)

con el problema de valor inicial-contorno

ut = αuxx, x ∈ (0,1), t > 0 (1.120)

u(x,0) = f (x), (1.121)

u(1, t) = 0, t > 0 (1.122)

ux(0, t) = 0, t > 0 (1.123)

x ∈ [0,1] (1.124)

Solución: La condición de frontera (1.123) se puede aproximar por

vn
1 − vn

−1

2∆x
= 0 (1.125)
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Recordar que el esquema de diferencias de Euler (1.115) aproxima a la ecuación diferen-

cial parcial (1.120) con un orden de truncamiento O(∆t)+O(∆x)2. Desde que (1.118)

es una aproximación de orden O(∆x)2 para la condición de frontera (1.123), se conclu-

ye que el esquema de diferencias (1.115)-(1.118) es una aproximación puntual de orden

O(∆t)+O(∆x)2 para el problema de valor inicial-frontera (1.120)-(1.123).

Para probar la consistencia en la norma, escribimos nuestro esquema de diferencias

en la forma

vn+1 = Qvn (1.126)

con componentes

vn+1
j = [(1−2r)I+ r(δ++δ−)]vn

j

Si u es la solución exacta del problema de valor inicial-frontera continuo, entonces pode-

mos reemplazarlo en (1.126) y obtenemos

un+1 = Qun +∆t τn (1.127)

Antes de empezar nuestro análisis de consistencia, debemos decidir sobre nuestra su-

cesión de espacios. Es claro que los espacios que usaremos serán espacios de dimensión

M que constan de vectores (v0, . . . ,uM−1)
T . Ya conocemos que τn

j es O(∆t)+O(∆x)2,

j = 1, . . . ,M − 1. Para examinar la consistencia de la ecuación primero examinemos la

consistencia de la discretización en la frontera (1.118), sea u la solución del problema de

valor inicial-contorno, entonces:

∆t τn
0 = un+1

0 − (1−2r)un
0 −2run

1

= un
0 +(ut)

n
0∆t +(utt)

n
0

∆t2

2
+ . . .

− [(1−2r)un
0

+ 2r{un
0 +(ux)

n
0∆x+(uxx)

n
0

∆x2

2
+(uxxx)

n
0

∆x3

6
+ . . .}]

= [(ut)
n
0 −α(uxx)

n
0]∆t −2r∆x(ux)

n
0 +(utt)

n
0

∆t2

2

− (uxxx)
n
0

α∆t∆x

3
+ . . .

Usando el hecho que (ux)
n
0 = 0 y (ut −αuxx)

n
0 = 0, vemos que

τn
0 =

∆t

2
(utt)

n
0 −∆x

α
3
(uxxx)

n
0 + . . .∼ O(∆t)+O(∆x) (1.128)

Podemos decir que los puntos j = 1, . . . ,M el esquema de diferencias es de orden de

precisión O(∆t)+O(∆x)2. Pero en el extremo izquierdo cuando j = 0 el esquema es
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solo de orden de precisión O(∆t)+O(∆x). Por lo tanto, el esquema (1.115)-(1.118) es de

orden de precision O(∆t)+O(∆x). Debido a la aproximación de la ecuación diferencial
parcial y a las condiciones de frontera escogemos la menor orden respecto a ∆x.

En conclusión, vemos que con las suposiciones hechas sobre ciertas derivadas de u,
el esquema de diferencias (1.115)-(1.118) será consistente con respecto a la norma del
supremo o la norma l2,∆x con orden de aproximación O(∆t)+O(∆x)

5.2.2 Ejemplo.-

El esquema forward-time forward-space o upwind hacia delante es consistente con la

ecuación diferencial de convección
∂u

∂ t
+a

∂u

∂x
.

Solución. En efecto, el esquema es

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn
j+1 − vn

j

h
= 0,

el operador diferencial para la ecuación de convección es

L =
∂
∂ t

+a
∂
∂x

y sea una función suave φ = φ(x, t). El operador de diferencias finitas esta dado por

Ln
jφ =

φ n+1
j −φ n

j

k
+a

φ n
j+1 −φ n

j

h
(1.129)

donde φ n
j = φ( jh,nk). Usando las series de Taylor de la función φ(x, t) en el nodo ( jh,nk),

φ n+1
j = φ n

j + kφt +
1
2!

k2φtt +O(k3) (1.130)

φ n
j+1 = φ n

j +hφx +
1
2!

h2φxx +O(h3) (1.131)

donde las derivadas son evaluadas en los nodos (x j, tn). Reemplazando (1.130) y (1.131)

en (1.129) obtenemos

Ln
jφ = φt +

1
2

kφtt +O(k2)+a{φx +
1
2

hφxx +O(h2)}

= φt +
1
2

kφtt +aφx +
a

2
hφxx +O(k2)+O(h2)

Entonces

(Lφ)n
j −Ln

j φ = φt +aφx −φt −
1
2

kφtt −aφx −
a

2
φxx

−O(k2)−O(h2)

=−1
2

kφtt −
a

2
hφxx −O(k2)−O(h2)
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Por lo tanto

(Lφ)n
j −Ln

j φ → 0; h,k → 0

y así concluimos que el esquema es puntualmente consistente.

Es natural preguntarse, ¿ Si consistencia es suficiente para que un esquema sea con-
vergente ?. En verdad, consistencia es necesaria para convergencia mas no es suficiente,

como veremos en el siguiente ejemplo.

5.2.3 Ejemplo.-

Considerar la ecuación diferencial parcial

ut +aux = 0, a > 0,x ∈ R (1.132)

con la condición inicial

u0(x) =

{
1 , −1 ≤ x ≤ 0
0 , en otro lugar

(1.133)

y el esquema FTFT o Upwind hacia delante con a = 1,

vn+1
j + vn

j

k
+

vn
j+1 − vn

j

h
= 0 (1.134)

El esquema puede reescribirse en la forma

vn+1
j = vn

j −
k

h
(v j+1 − vn

j)

= (1+Cr)v
n
j −Crv

n
j+1

donde Cr =
k
h
. La solución de la ecuación diferencial parcial es una copia de u0 que se

desplaza a la derecha por t siguiendo la dirección de las caracterísitcas. En particular, para
un t suficientemente grande, existe valores positivos de x para el cual u(x, t) no es cero,

Figura (??). Para el esquema de diferencias tomemos la condición inicial

u0
j =

{
1 , −1 ≤ j h ≤ 0
0 , en otro lugar

La ecuación (1.134) muestra que la solución en (x j, tn) depende solo de x j′ para j′ > j en
el tiempo previo. Así concluimos que

vn
j = 0, j > 0, n ≥ 0
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Por lo tanto, vn
j no puede converger a u(x, t), puesto que para t positivo y x, la función u

no es idénticamente cero, sin embargo vn
j es cero.

Note que concluimos que el esquema es no convergente sin especificar el tipo de

convergencia, pero ciertamente una sucesión de funciones que son todas ceros - esto es,

vn
j para j > 0 - no puede converger, bajo cualquier definición razonable de convergencia,

a la función diferente de cero u.

En seguida demostraremos que el esquema de Lax-Friedrichs es consistente con la

ecuación diferencial ut +aux = 0.

5.2.4 Ejemplo.-

El esquema de Lax-Friedrichs es puntualmente consistente con la ecución diferencial ut +

aux = 0.

En efecto, sea el esquema de Lax-Friedrichs

vn+1
j − 1

2(v
n
j+1 + vn

j−1)

k
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2h
= 0

y sea el operador de diferencias finitas

Ln
j φ =

φ n+1
j − 1

2(φ
n
j+1+φ n

j−1)

k
+a

φ n
j+1 −φ n

j−1

2h

donde φ = φ(x, t) es una función lo suficientemente diferenciable. Usando las series de

Taylor

φ n
j+1 = φ n

j +hφx +
1
2

h2φxx +
1
3!

h3φxxx +O(h4)

φ n
j−1 = φ n

j −hφx +
1
2

h2φxx −
1
3!

h3φxxx +O(h4)

φ n+1
j = φ n

j + kφt +
1
2

k2φtt +O(k3)

1
2
(φ n

j+1+φ n
j−1) = φ n

j +
1
2

h2φxx +O(h4)

1
2h

(φ n
j+1−φ n

j−1) = φx +
1
3!

h2φxxx +O(h3)

Si reemplazamos en el operador de diferencias obtenemos

Ln
jφ = φt +

1
2

kφtt −
1
2

h2k−1φxx +aφx +
1
3!

ah2φxxx +O(k2+h4k−1 +h4)
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de donde

Lφ n
j −Ln

jφ =−1
2

kφtt +
1
2

h2k−1φxx −
1
3!

ah2φxxx +O(h4+ k−1h4 + k2)

Para que Lφ n
j −Ln

j φ → 0, h,k → 0 se debe tener que k−1h4 → 0. Por lo tanto, el esquema

es puntualmente consistente siempre que k−1h4 → 0.

1.6. Estabilidad

Consistencia no es suficiente para obtener convergencia, ya que muchos de los es-

quemas utilizados son consistentes pero no convergentes. El mayor problema en probar

convergencia está en obtener la estabilidad del esquema. Aunque estabilidad es mucho

más fácil de establecer que convergencia, esto es aún muchas veces difícil.

Estabilidad significa que los errores en cualquier etapa de cálculo no son amplifica-

dos, sino que son atenuados conforme el cálculo avanza. Si ningún error de redondeo se

introdujera en este proceso, entonces la solución exacta se obtendría en cada punto de la

malla ( j,n). La idea esencial de la definición de estabilidad es que el proceso numéri-

co no debería causar ninguna pequeña perturbación introducida a través de redondeos de

cualquier tipo de crecimiento y finalmente dominar la solución.

Note que si un esquema es convergente, entonces vn
j converge a u(x, t), ciertamente vn

j

es acotada en algún sentido. En este contexto, estos conceptos que estamos utilizando son

aplicables a los llamados problemas bien puestos.

La siguiente definición de estabilidad es para problemas de valor inicial homogéneos.

6.1 Definición (Estabilidad de PVI homogéneos).-

Un esquema de diferencias finitas Ln
jv

n
j = 0 para una ecuación diferencial de primer

orden, Lu = 0 es estable si existe un entero J y números positivos h0 y k0, tal que para

cualquier tiempo positivo T existe una constante CT tal que

h
∞

∑
j=−∞

|vn
j |2 ≤CT h

J

∑
j=0

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2 (1.135)

para 0 ≤ nk ≤ T , 0 < h ≤ h0, 0 < k ≤ k0. �

6.2 Definición (Problemas bien Puestos).-

El problema de valor inicial para una ecuación diferencial parcial de primer orden L u =
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0 es bien puesto si para cualquier tiempo T ≥ 0, existe una constante CT tal que para

cualquier solución u(x, t) satisface

∫ +∞

−∞
|u(x, t)|2dx ≤CT

∫ +∞

−∞
|u(x,0)|2dx

0 ≤ t ≤ T (1.136)

�

6.1. Análisis de estabilidad matricial

La primera aproximación para el análisis de estabilidad se llama análisis de estabili-

dad matricial.

Para establecer un criterio de estabilidad matricial considerar el siguiente ejemplo.

6.1.1 Ejemplo.-

Dada la ecuación diferencial parcial

∂φ
∂ t

=
∂ 2φ
∂x2 , 0 < x < 1 (1.137)

con

φ(0, t) = a, φ(1, t) = b, 0 ≤ t ≤ T

y

φ(x,0) = g(x), 0 < x < 1

Sea el esquema de diferencias finitas de Euler definido en un punto interior general

φ n+1
j = φ n

j + r(φ n
j−1 −2φ n

j +φ n
j+1) (1.138)

para j = 1, ...,N y Nh = 1, n = 0, ...,J con Jk = T .
En efecto, sobre las fronteras se tiene

φ n+1
1 = φ n

1 + r(a−2φ n
1 +φ n

2 )

y

φ n+1
N−1 = φ n

N−1 + r(φ n
N−2 −2φ n

N−1 +b)

donde Nh = 1.
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Este esquema puede ser escrito en la forma matricial en el nivel n; si denotamos por

φ n+1 =




φ n+1
1

φ n+1
2
...

φ n+1
N−2

φ n+1
N−1




φ n+1 =




1−2r r

r 1−2r r
. . . . . . . . .

r 1−2r r

r 1−2r







φ n
1

φ n
2
...

φ n
N−2

φ n
N−1




+




ra

0
...

0
rb




o en su forma compacta como

φ n+1 = Aφ n + d (1.139)

donde A y d son conocidos. Puesto que en general los esquemas en diferencias para la

ecuación diferencial parabólica puede ser escrita en la forma de matriz y dn depende de
las condiciones de frontera y puede variar a medida que avanza el tiempo.

El dominio solución de la ecuación diferencial parcial es un rectángulo finito 0 ≤ x ≤
1, 0 ≤ t ≤ T , el cual es subdividido en una malla uniforme con x j = jh, j = 0,1, ...,N

(Nh = 1) y tn = nk, n = 0,1, ...,T (nk = T ). Ahora asumiremos que h y k están rela-
cionados (por ejemplo k = Crh o k = rh2, r > 0), así que k → 0 cuando h → 0. Si las

condiciones de frontera en j = 0 y j = N (n > 0) son conocidos, entonces las ecuaciones
para i = 1,2, ...,N pueden escribirse como

φ n+1 = Aφ n +dn (1.140)

Aplicando recursivamente (1.140) tenemos

φ n = Aφ n−1 +dn−1 = A(Aφ n−2 +dn−2)+dn−1

= A2φ n−2 +Adn−2 +dn−1

...

= Anφ 0 +An−1d0 + . . .+dn−1 (1.141)

donde φ 0 es el vector de valores iniciales y d0, . . . ,dn−1 son vectores de los valores cono-
cidos en la frontera.
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La próxima tarea es considerar la propagación de una perturbación y para este fin

considerar el vector de valores iniciales φ 0, el cual perturbado es φ 0∗ ( asumimos no más

errores de redondeo), entonces la solución exacta en el paso tn = nk de tiempo es

φ n∗ = Anφ 0∗+An−1d0 +An−2d1 + . . .+dn−1 (1.142)

Definimos el error de perturbación o vector error e por e = φ∗ −φ . Entonces de (1.141) y

(1.142) tenemos

en = φ n∗ −φ n = An(φ 0∗ −φ 0) = Ane0, n = 1, . . . ,T (1.143)

El esquema de diferencias finitas será estable cuando los restos de en serán acotados cuan-

do n se incrementa indefinidamente. En otras palabras e0 se propaga de acuerdo a

en = Aen−1 = . . .= Ane0 (1.144)

Por consiguiente, por la matriz compatible y norma de un vector

�en� ≤ �An��e0� (1.145)

Lax define el esquema de diferencias como estable si existe M > 0 (independiente de

n, h y k) tal que �An� ≤ M, n = 1, . . . ,T . Esta condición ciertamente limita la amplifica-

ción de cualquier perturbación inicial y por lo tanto cualquier error de redondeo puesto

que

�en� ≤ M�e0�
Desde que

�An�= �AAn−1� ≤ �A��An−1� ≤ . . .�A�n (1.146)

la definición de estabilidad de Lax es satisfecha si �A� ≤ 1.

Cuando esta condición es satisfecha se sigue inmediatamente que el radio espectral

ρ(A)≤ 1

6.1.1 Nota.-

La norma uno de la matriz A es la suma máxima de los módulos de las columnas de A y

se denota por �A�1. La norma infinita de la matriz A es la suma máxima de los módulos

de las filas de A y se denota por �A�∞. La norma dos de la matriz A es la raíz cuadrada del

radio espectral de AHA donde AH = (A)T (transpuesta de la conjugada de A) y se denota

por �A�2.

ρ(A)≤ 1 desde que ρ(A)≤ �A� (1.147)

(el recíproco no es cierto).
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6.1.2 Ejemplo.-

Existen dos formas para analizar la estabilidad por medio de matrices: encontrar los au-

tovalores de A explícitamente o usar normas para obtener cotas sobre los autovalores.

Cuando 0 < r ≤ 1/2 entonces

�A�∞ = r+(1−2r)+ r = 1

y cuando r > 1/2, |1−2r|= 2r−1 entonces

�A�∞ = r+2r−1+ r = 4r−1 > 1.

Así concluimos que el esquema es estable para 0 < r ≤ 1/2 e inestable para r > 1/2.

Otra alternativa es usar el hecho de que A es real y simétrica, entonces se tiene �A�2 =

ρ(A) = máx |λ j| donde λ j son los autovalores de A. Si A = I + rS donde

I =




1
. . .

0 1


 y S =




−2 1

1 −2 1
. . . . . . . . .

1 −2 1

1 −2




(1.148)

son matrices de orden (N −1)× (N −1). Entonces S tiene autovalores

λ j =−4 sen2(
jπ
2N

), j = 1, . . . ,N −1

lo cual puede ser verificado directamente. Así los autovalores de A son

λ j = 1−4r sen2(
jπ
2N

), j = 1, . . . ,N −1

y el sistema es estable cuando

�A�2 = máx
j

|1−4r sen2(
jπ
2N

)| ≤ 1

o

−1 ≤ 1−4r sen2(
jπ
2N

)≤ 1

El lado izquierdo de la ecuación da

r ≤ 1

2 sen2(
(N−1)π

2N
)
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y como

h → 0, N → ∞ y sen2(
(N−1)π

2N
)→ 1

Por lo tanto, la condición de estabilidad es r ≤ 1/2.

Existe un problema obvio en aplicar el análisis matricial ya que en general los au-

tovalores de la matriz A no están disponibles en ningún formato dado. Esto puede ser
posible dando cotas para los autovalores, o los autovalores necesitarán ser encontrados
numéricamente. Una alternativa es usar el análisis de estabilidad de Fourier.

6.2. Estabilidad de problemas de valor inicial

Una interpretación estabilidad de un esquema de diferencias es que pequeños errores

en la condición inicial causan pequeños errores en la solución. Como vemos, la definición
no permite el crecimiento de errores, pero pone limites al crecimiento exponencial. Tam-

bién la definición de estabilidad de un esquema de diferencias es similar a la definición
de problemas bien puestos de ecuaciones diferenciales.

Definimos estabilidad para un esquema de diferencias de dos niveles

vn+1 = Qvn n ≥ 0, (1.149)

el cual será un esquema de diferencias para resolver un problema de valor inicial sobre R,
lo cual incluye una ecuación diferencial parcial lineal homogénea.

6.3 Definición (Problema bien puesto).-
Un problema de valor inicial (PVI) se dice que es bien puesto en la norma �.� si y

solamente si existe solución, es única y depende continuamente de los datos iniciales, es
decir, existe una constante C y α tal que

�u(x, t)� ≤C eαt�u0(x)�. (1.150)

�

6.4 Definición.-

El esquema de diferencias finitas (1.149) es estable con respecto a la norma �.� si existen
constantes positivas ∆x0 y ∆t0, y constantes no negativas K y β tal que

�vn+1� ≤ K eβ t �v0�, (1.151)

para 0 ≤ t = (n+1)∆t, 0 < ∆x ≤ ∆x0 y 0 < ∆t ≤ ∆t0. �
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Si el esquema fuera de paso múltiple, la definición anterior podría modificarse en el

sentido de que existe un entero J y constantes K, β tal que

�vn� ≤ Keβ t
J

∑
i=0

�vi�. (1.152)

Note que como las definiciones de convergencia y consistencia, la definición de esta-

bilidad está dada en términos de una norma. Como fue el caso de convergencia y consis-
tencia, esta norma puede diferir de acuerdo a la situación. Note también que la definición
de estabilidad no permite el crecimiento de la solución. Debemos notar que la solución

puede crecer con el tiempo, pero no con el número de pasos del tiempo.
La definición (6.4) es una de las mas fuertes definiciones de estabilidad. Algo común

en la definición es requerir que la condición (1.151) sea posible solo para (n+1)∆t ≤ T

para cualquier T (donde K y β dependen solo de T ).

6.2.1 Proposición.-

El esquema de diferencias (1.149) es estable con respecto a la norma �.� si y sólo si

existen constantes positivas ∆x0 y ∆t0 y constantes no negativas K y β tal que

�Qn+1� ≤ K eβ t (1.153)

para 0 ≤ t = (n+1)∆t, 0 < ∆x ≤ ∆x0 y 0 < ∆t ≤ ∆t0.

Prueba. Puesto que

vn+1 = Qvn = Q(Qvn−1) = Q2vn−1 = . . .= Qn+1v0 (1.154)

la expresión (1.151) puede ser escrita como

�vn+1�= �Qn+1v0� ≤ K eβ t �v0�, (1.155)

o
�Q

¯
n+1v0�
||v0|| ≤ K eβ t (1.156)

Entonces tomando el supremo en ambos lados de la desigualdad sobre todos los vectores

diferentes de cero, v0, obtenemos

�Qn+1� ≤ K eβ t (1.157)

Del hecho de que

�Qn+1v0� ≤ �Qn+1��v0� (1.158)
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y de la desigualdad (1.153) se tiene (1.151) (estabilidad).

Probar que el esquema de diferencias finitas

vn+1
j = (1−2r)vn

j + r(vn
j+1 + vn

j−1) (1.159)

es estable con respecto a la norma del supremo.
Note que si r ≤ 1/2,

|vn+1
j | ≤ (1−2r)|vn

j |+ r|vn
j+1|+ r|vn

j−1|
≤ �vn�∞

Si tomamos el supremo sobre ambos lados de la inecuación, con respecto a j, obtenemos

�vn+1�∞ ≤ �vn�∞ (1.160)

Por lo tanto, la desigualdad (1.151) se satisface si K = 1 y β = 0.

Note que para la estabilidad del esquema (1.159) se ha requerido que r ≤ 1/2. En este
caso decimos que el esquema es condicionalmente estable.

6.3. Estabilidad de problemas de valor inicial-contorno

Al igual como se ha trabajado anteriormente asumimos que tenemos una sucesión
de particiones de nuestro intervalo [0,1] descrito por la sucesión de incrementos, {∆x j},

y una sucesión de espacios {Xj} con normas �.� j. Entonces decimos que el esquema
de diferencias para el problema de valor inicial-frontera es estable si este satisface la

desigualdad (1.151) con las normas �.� j.
Para ilustrar la definición, incluimos el siguiente ejemplo

6.3.1 Ejemplo.-

Considere el problema de valor inicial-frontera

ut = αuxx, x ∈ (0,1), t > 0 (1.161)

u(x,0) = f (x), x ∈ [0,1] (1.162)

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0 (1.163)

con el esquema de diferencias

vn+1
j = vn

j + rδ 2vn
j , j = 1, . . . ,M−1 (1.164)

vn+1
0 = vn+1

M = 0, n = 0, . . . (1.165)

vn
j = f ( j∆x), j = 0, . . . ,M (1.166)
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Probar que si r ≤ 1/2, el esquema de diferencias (1.164)-(1.166) es estable.

Prueba. Tomemos cualquier sucesión de particiones del intervalo [0,1] definido por

una sucesión de incrementos {∆x j} y los espacios asociados, {Xj}, y normas, �.� j. Es-

pecíficamente, elegimos los espacios Xj de dimensión (Mj −1) donde Mj∆x j = 1 y �.� j

denota la norma del supremo sobre Xj

Fijamos el valor r ≤ 1/2,

|vn+1
j | ≤ (1−2r)|vn

j |+ r|vn
j+1|+ r|vn

j−1|
≤ (1−2r)�vn� j + r�vn� j + r�vn� j

= �vn� j

Si tomando el máximo sobre j en ambos lados, obtenemos

�vn+1� j ≤ �vn� j

Aplicando repetidamete la última desigualdad, llegamos a obtener

�vn+1� j ≤ �v0� j

Así que el esquema es estable usando K = 1 y β = 0

1.7. El teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer

Ahora que hemos discutido convergencia, consistencia y estabilidad, es tiempo de ver

cómo ellos se relacionan. Como indicamos previamente, ellos están relacionados vía el

teorema de Lax-Richtmyer.

Este teorema es importante porque nos da una forma simple de verificar si un esquema

es convergente, ya que si intentamos verificar la convergencia directamente por la defi-

nición no siempre es posible, sin embargo verificar consistencia y estabilidad pueden ser

mucho más fácil ya que involucra generalmente cálculos solamente algebraicos .

Teorema 3 Teorema de la equivalencia de Lax-Richtmyer

Un esquema de diferencias finitas de dos niveles consistente con la ecuación dife-

rencial parcial para la cual el problema de valor inicial es bien puesto es convergente

si y sólo si es estable.

49
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Así que vemos que si tenemos un esquema consistente, entonces convergencia es si-

nómimo de estabilidad.
En lugar de intentar demostrar este teorema, demostraremos una versión ligeramente

más fuerte que la mitad del teorema anterior.

Teorema 4 Teorema de Lax

Sea un esquema de diferencias de dos niveles

vn+1 = Qvn +∆t Gn (1.167)

de orden precisión (p,q) en la norma �.� para un problema de valor inicial lineal

bien puesto y estable con respecto a la norma �.�, entonces el esquema es conver-
gente de orden de precisión (p,q) con respecto a la norma �.�.

Prueba Sea u = u(x, t) la solución exacta del problema de valor inicial. Entonces
puesto el esquema es de orden de precisión (p,q), tenemos

un+1 = Qun +∆t Gn +∆t τn (1.168)

con �τn� = O(∆xp) +O(∆tq). Definimos el vector w como la diferencia entre u− v.
Entonces w satisface

wn+1 = Qwn +∆t τn (1.169)

Aplicamos la ecuación (1.169) en forma iterativa

wn+1 = Qwn +∆t τn

= Q(Qwn−1 +∆t τn−1)+∆t τn

= Q2wn−1 +∆tQ τn−1+∆t τn

. . .

= Qn+1w0 +∆t
n

∑
j=0

Q j τn− j

Puesto que w0 = 0, tenemos

wn+1 = ∆t
n

∑
j=0

Q j τn− j (1.170)

El hecho de que el esquema sea estable implica que para cualquier j,

�Q j� ≤ Keβ jt (1.171)
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Tomando la norma en ambos lados de la ecuación (1.170) y usando (1.171) se llega a

�wn+1� ≤ ∆t
n

∑
j=0

�Q j��τn− j�

≤ ∆t K
n

∑
j=0

eβ j∆t �τn− j�

≤ ∆t K eβ (n+1)∆t
n

∑
j=0

�τn− j�

≤ (n+1)∆t K eβ (n+1)∆t C1(t) (O(∆xp)+O(∆tq) (1.172)

donde C1(t) = sup
0≤s≤t

C(s), donde s = (n− j)∆t, es la constante que está asociada a la

expresión ”bigO” para �τn− j�. Elegimos t tal que (n+1)∆t → t cuando ∆t → 0 (o cuando

n → ∞). Así, como ∆x, ∆t → 0, en la expresión (1.172) se tiene

(n+1)∆t K eβ t C1(t) (O(∆xp)+O(∆tq)→ t K eβ tC1(t)(0) = 0 (1.173)

Es fácil ver que la última expresión es equivalente a �vn+1 −un+1�→ 0.

Para ver la convergencia de orden (p,q), observe que la expresión (1.172) puede rees-

cribirse como

�wn+1� ≤ K(t)(O(∆xp)+O(∆tq))

= O(∆xp)+O(∆tq)

Note que el término Gn que aparece en las expresiones (1.167) y (1.168) son apro-

ximaciones del término fuente. Así, cuando sustraemos para formar una ecuación para

w, ellos se sustraen. Cualquier error del truncamiento debido a como Gn se aproxima el

término de la fuente está contenido en el término τ
Como es costumbre, después de tratar los problemas de valor inicial, volvemos a tratar

los problemas de valor inicial-frontera. Empezamos asumiendo que tenemos las mismas

hipótesis que teníamos para las definiciones de convergencia, consistencia y estabilidad

para problemas de valor inicial-frontera. Es fácil ver entonces que para una versión del

teorema de Lax para un problema de valor inicial-frontera se agrega la subscripción j a

cada norma �.� j. Por lo tanto, tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 5 Teorema de Lax-Richtmyer

Si un esquema de dos niveles es de orden de precisión (p,q) en la sucesión de
normas �.� j para un problema de valor inicial-frontera bien puesto lineal y estable

con respecto a la sucesión de normas �.� j, entonces el esquema es convergente de
orden (p,q) con respecto a la sucesión de normas �.� j.

Antes de demostrar la versión completa del teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer
daremos algunas precisiones:

1. Para problemas lineales tales como los que estamos estudiando, la condición de
continuidad que satisfacen las soluciones de las ecuación diferencial para la norma

L2, se puede expresar como

�u(., t)� ≤Ct�u(.,0)� (1.174)

donde Ct es una constante independiente de la solución.

2. Una ecuación de primer orden con derivada en el tiempo puede escribirse en la

forma
ût(w, t) = q(w)û(w, t) (1.175)

luego de aplicar la transformada de Fourier. Entonces el problema de valor inicial
para la ecuación tiene la solución

ût(w, t) = eq(w)t û0(w) (1.176)

Teorema 6

Una condición necesaria y suficiente para que la ecuación (1.176) verifique la apro-
ximación básica (1.175) es que exista una constante q tal que

Real q(w)≤ q

para todo w ∈ R

Prueba. Ver [16] pág. 171
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Suponemos que q = 0 en (7) y que se utiliza la condición de estabilidad |g(θ)| ≤ 1.

Esto es, suponemos que

|etq(ξ )| ≤ 1 y |g(hξ )| ≤ 1 (1.177)

Teorema 7 TEL

Un esquema de diferencias finitas consistente con una ecuación diferencial para
la cual el problema de valor inicial es bien puesto, es convergente si y sólo si es

estable.

Prueba.

Probaremos que la estabilidad implica la convergencia del esquema.

Se hace una suposición en (1.177). Asumimos que existe una constante CT tal que

|etq(ξ )| ≤CT y |g(hξ )n| ≤CT (1.178)

para 0 ≤ t ≤ T y 0 ≤ nk ≤ T .
Asumimos que la condición inicial para el esquema es Tu0. Entonces tenemos

�u0 −Sv0�2 =
∫

|ξ |> π
h

|û0(ξ )|2 dξ , (1.179)

la cual converge a cero cuando h → 0 (Por la integral de Lebesgue).
Usando la consistencia se obtiene

ekq(ξ )−g(hξ )
k

= O(1), (1.180)

en h y k, es decir ξ → 0 cuando h,k → 0.
Se consideran en L2 la norma de u(., tn)−Svn

�u(., tn)−Svn�. (1.181)

Luego por la relación de Parseval se tiene

∫ ∞

−∞
|u(x, tn)−Svn(x)|2 dx =

∫ π
h

− π
h

|eq(ξ )tn −g(hξ )|2 |û0(ξ )|2 dξ

+
∫

|ξ |> π
h

|eq(ξ )tn û0(ξ )|2 dξ (1.182)
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Se considera que el lado derecho de (1.182) como una integral sobre R, con la particu-

laridad que el integrando está dado en dos partes discretas. Es decir, el integrando es la

función

φh(ξ ) =

{
|eq(ξ )tn −g(hξ )n|2 , |ξ | ≤ π

h

|eq(ξ )tn .û0(ξ )|2 , |ξ |> π
h

Además para cada ξ cuando h es suficiente pequeña se tiene |ξ | < πh−1, el integrando

está dado como en la primera parte. La expresión eq(ξ )tn −g(hξ )n satisface

|eq(ξ )tn −g(hξ )n| ≤ nCT |eq(ξ )k −g(hξ )| (1.183)

Por (1.180) se tiene la aproximación

|eq(ξ )tn −g(hξ )n| ≤ nkCT O(1)≤ O(1) (1.184)

Se concluye que el lado derecho de (1.182) converge a cero para cada valor de ξ cuando

h,k → 0. Así se tiene que el conjunto de funciones φh que están en L1(R) tienden a cero

para cada punto cuando h,k → 0.

Antes de concluir que las normas de las funciones convergen a cero se necesita lo

siguiente

|eq(ξ )tn −g(hξ )n|2 |û0(ξ )|2 < (2CT )
2 |û0(ξ )|2 (1.185)

Esto demuestra que las funciones φh son uniformemente acotadas por una función en

L1(R), es decir, 4C2
T |û0(ξ )|2. Por el teorema de la convergencia dominante de Lebesgue

se concluye que ∫ ∞

−∞
φh(ξ )dξ =

∫ ∞

−∞
|û(ξ , tn)− Ŝv

n|2 dξ (1.186)

converge a cero cuando h,k → 0, así el esquema es convergente.

Ahora brevemente considerar el caso donde v0 �= Tu0. Primero se define la función dis-

creta wn que es la solución del esquema de diferencias finitas con la condición inicial Tu0.

Se tiene entonces

�u(., tn)−Svn� ≤ �u(., tn)−Swn�+�Swn −Svn� (1.187)

Se tiene �u(., tn)− Swn� → 0, y por el resultado previo se tiene por la definición de S y

por la estabilidad que

�Swn −Svn� = �S(wn − vn)�= �wn − vn�h

≤ CT �w0 − v0�h

= CT �Tu0− v0�h

≤ CT �u0 −Sv0�,
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la cual es convergente a cero. Esto concluye la primera parte de la prueba, mostrando que

un esquema estable es convergente.

Para probar que el esquema es estable, lo haremos suponiendo que el esquema no es

convergente, es decir, no puede existir esquemas que sean inestables que sean convergen-

tes.

En efecto, se construye una función u0(x) tal que el esquema con condición inicial

Tu0 no converge a la solución de la ecuación diferencial. La función u0(x) es construida

como la suma de las funciones wM(c) determinada como sigue.

Si el esquema es inestable, se tiene para un entero positivo M, existen valores ξM,

hM,hM
tal que

|g(hMξM,hM,kM)| ≥ 1+MkM, (1.188)

y |hMξM| ≤ π . Puesto que g(hξ ,k,h) es una función continua, existe un número positivo

ηM tal que

|g(hMξM,hM,kM)| ≥ 1+
1
2

MkM (1.189)

para |ξ −ξM| ≤ηM , además podemos elegir ηM tal que satisface ηM ≤M−2 y elegir hM <

hM−1 y kM < kM−1. Se necesita con relación a la consistencia del esquema el siguiente

lema que lo enunciaremos.

Lema 7.1 Si un esquema de diferencias finitas es consistente, entonces los intervalos

IM = [ξM −ηM,ξM +ηM] se pueden elegir tal que sean disjuntos.

Se define los números αM > 0 por α2
M ηM = M−2 y

ŵM(ξ ) =

{
αM , |ξ −ξM|< ηM

0 , en otro lugar

Se define la condició inicial como la suma de funciones wM . Sea u0(x) = ∑∞
M=1 wM(x), se

demostrará que u0 esta en L2(R). Como los intervalos IM son disjuntos se tiene que
∫ ∞

−∞
|u0(x)|2 dx =

∫ ∞

−∞
|û0(ξ )|2 dξ

=
∞

∑
M=1

∫ ∞

−∞
|ŵM(ξ )|2 dξ

= 2
∞

∑
M=1

α2
M ηM

= 2
∞

∑
M=1

M−2

=
π2

3
,
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lo cual muestra que u0 esta en L2(R).

Se demostrará ahora que la solución del esquema aplicado a Tu0 no converge. Sea vn
m

la solución del esquema como condición inicial. Dado un tiempo T , elegimos el nivel n,

y un valor M tal que

T

2
≤ nkM ≤ T, y

CT −1
M

≤ T

8
(1.190)

donde CT es la constante inicial acotada por eq(ξ )t en (1.178). Se tiene

�Svn −u(., tn)�2 ≥ �vn −Tu(., tn)�2
h =

∫ π
h

−π
h

|g(hξ )n− eq(ξ )hk|2 |û0(ξ )|2 dξ

Para h = hM y ξ ∈ IM, tenemos la estimativa

|g(hξ )− eq(ξ )kn| ≥ |g(hξ )|n−CT ≥ (1+
1
2

MkM)n −CT (1.191)

Así,

�Svn −u(., tn)�2 ≥
∫

|ξ−ξM |≤ηM

|g(hξ )n− eq(ξ )nk|2 |û0(ξ )|2 dξ

≥ [(1+
1
2

MkM)n −CT ]
2 α2

M 2 ηM

= 2 [
1+ 1

2MkM)n −CT

M
]2

Se tiene por (1.190),

�Svn −u(., tn)�2 ≥ 2(
1
2

ηkM −CT −1
M

)2 ≥ T 2

32
� 0

Así Svn no converge au(., tn), por lo tanto el esquema no es convergente.

Esto completa la prueba del teorema de equivalencia de Lax.

1.8. Análisis de estabilidad de los esquemas de diferencias finitas

En esta sección presentamos y desarrollamos la importante herramienta del análisis

de Fourier, con el cual analizamos los esquemas de diferencias finitas y sus soluciones. El

análisis de Fourier es una herramienta usada para estudiar importantes propiedades de los

esquemas de diferencias finitas y sus soluciones. Usamos el análisis de Fourier desde el

principio para estudiar los esquemas de diferencias finitas y las ecuaciones diferenciales

parciales.
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8.1. Análisis de estabilidad para problemas de valor inicial

Cuando resolvemos un problema de valor inicial sobre la R, es común usar la trans-
formada de Fourier. Por ejemplo, considerar el problema

ut = uxx, x ∈ R, t > 0 (1.192)

u(x,0) = f (x), x ∈ R (1.193)

Si definimos la transformada de Fourier de u por

û(w, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iwxu(x, t)dx, (1.194)

y tomar la transformada de Fourier a la ecuación diferencial parcial (1.192), obtenemos

ût(w, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iwxut(x, t)dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iwxuxx(x, t)dx

= −w2 1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iwxu(x, t)dx

= −w2û(w, t)

Por lo tanto, vemos que la transformada de Fourier reduce la ecuación diferencial

parcial a una ecuación diferencial ordinaria en el espacio transformado (el espacio de
funciones transformadas). La técnica entonces es resolver la ecuación diferencial ordina-
ria en el espacio transformado y retornar luego a nuestro espacio solución. El método por

el cual retornamos a nuestro espacio solución es usar la transformada de Fourier inversa,
la cual es dada por

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiwxû(w, t)dw (1.195)

Suponemos que tenemos el vector en �2, v = (. . . ,v−1,v0,v1, . . .)
T y definamos la

transformada de Fourier discreta de v como sigue:

8.1 Definición.-

La transformada de Fourier discreta de v ∈ l2 es la función v̂ ∈ L2([−π ,π ]) definida por

v̂(ξ ) =
1√
2π

∞

∑
j=−∞

e−i j ξ v j

para ξ ∈ [−π ,π ].
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L2([−π ,π ]) = { f : [−π ,π ]→R :
∫ π
−π | f (ξ )|2dξ < ∞}

8.2 Definición.-

Si v ∈ l2, y v̂ es la transformada de Fourier discreta de v, entonces

v j =
1√
2π

∫ π

−π
ei j ξ û(ξ )dξ (1.196)

Si el espaciamiento entre los puntos malla es h, podemos cambiar variables y definir

la transformada por

v̂(ξ ) =
1√
2π

+∞

∑
m=−∞

e−imhξ vm h

ξ ∈ [−π
h
,
π
h
].

La transformada discreta inversa de Fourier está dada por

vm(x) =
1√
2π

+ π
h∫

− π
h

eimhξ v̂(ξ )dξ

8.2. La transformada de Fourier

Si f es una función periódica de periodo T = 2L, es natural preguntarnos qué sucede

si L → ∞. Esto conduce a que la serie de Fourier se transforma en la integral de Fourier.

Transformada de Fourier de una función: Consideremos la aplicación integral

T ( f (x)) =
∫

Ω
K(x, t) f (t)dt (1.197)

llamada transformación integral donde K(x, t) es el núcleo.

La Integral de Fourier: Sea f una función periódica de periodo T = 2L definida en

[−L,L], entonces ( f se asume uniformemente convergente)

f (x)← a0

2
+

∞

∑
n=1

(an cos
nπ
L

x+bnsen
nπ
L

x)

donde an y bn son los coeficientes de Fourier. Entonces

f (x) =
1

2L

∫ L

−L
f (t)dt +

1
L

∞

∑
n=1

(∫ L

−L
f (t)cos

nπ
L

t.cos
nπ
L

x dt

)

+

∫ L

−L
f (t)sen

nπ
L

t.sen
nπ
L

x dt]

=
1

2L

∫ L

−L
f (t)dt +

1
L

∞

∑
n=1

∫ L

−L
f (t)cos(

nπ
L
(t − x))dt
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Ahora como

a0

2
=

1
2L

∫ L

−L
f (t)dt ≤ 1

2L

∫ L

−L
| f (t)|dt

y L → ∞
1

2L

∫ L

−L
| f (t)|dt → 0

Así que

f (x) = lı́m
L→∞

1
L

∞

∑
n=1

∫ L

−L
f (t)cos

(nπ
L
(t − x)

)
dt (1.198)

Si hacemos α =
nπ
L

y ∆α =
π
L

y luego lo reemplazamos en (1.198) para obtener

f (x) = lı́m
L→∞

1
π

∞

∑
n=1

f (t)cos(αn(t − x)) dtdα

Entonces la integral de Fourier de f es

f (x) =
1
π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (t)cos(αn(t − x)) dtdα (1.199)

Si hacemos

cosα(t − x) =
eiα(t−x) + e−iα(t−x)

2
(1.200)

reemplazamos (1.200) en (1.199)

f (x) =
1

2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (t)eiα(t−x)dtdα +

1
2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (t)e−iα(t−x)dtdα

=
1

2π

∫ 0

−∞

∫ ∞

−∞
f (t)eiα(t−x)dtdα +

1
2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (t)e−iα(t−x)dtdα

=
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (t)e−iα(t−x)dtdα

=
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (t)e−iαte−iαxdtdα

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

1√
2π

∫ ∞

−∞
f (t)e−iαxdt

︸ ︷︷ ︸
eiαxdα

Si

F(α) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (t)e−iαtdt (1.201)

entonces
f (x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
F(α)eiαxdx (1.202)
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Aquí la ecuación (2.43) es la Transformada de Fourier de f y (2.44) es la Transformada

Inversa de Fourier de f .

Notación:

F (α) = F [ f (x)]

f (x) = F
−1[F (α)]

8.2.1 Ejemplo.-

Sea la función f definida por

f (x) =

{
1 , |x|< a

0 , |x|> a

entonces la Transformada de Fourier esta dada por

F(α) =

∫ +∞

−∞
f (u)e−iαudu =

∫ +a

−a
(1)e−iαudu = 2

sen αa

α
, α �= 0

Para α = 0 se tiene

F(0) =
∫ +∞

−∞
du =

∫ +a

−a
du = 2a

Así que

F(α) =

{
2senαa

α , α �= 0

2a , α = 0

8.3. Análisis de Fourier

La herramienta que usaremos más extensamente en nuestro estudio de estabilidad y

problemas bien puestos es el análisis de Fourier.

Usaremos el análisis de Fourier sobre los reales R o sobre una malla de enteros, Z, o

hZ, el cual es definido por hZ= {hm : m ∈ Z}.

La transformada inversa de Fourier muestra que u puede ser recuperada de û. La trans-

formada inversa de Fourier es una fórmula que expresa la función u(x) como una super-

posición de ondas, dadas por eiwx, con diferentes amplitudes û(w). Si por ejemplo, la

variable x representa el tiempo, entonces, la variable real w representa la frecuencia y la

función transformada û, esta definida en el espacio de frecuencias. Por otro lado si x re-

presenta una variable espacial, entonces, la variable w representa el número de onda, en

este caso la función transformada û esta definida en el espacio de número de onda.
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En la práctica se define la transformada de Fourier para una función cuadrado integra-

ble � ∞

−∞
|u(x)|2dx < ∞ (1.203)

En estas condiciones la transformada de Fourier existe y es única.
En el siguiente ejemplo vemos la utilidad práctica de la transformada de Fourier en

algunas situaciones

8.3.1 Ejemplo.-

Tomar la función discreta v j dada por

v j =





1 , |x j| ≤ 1

1/2 , |x j|= 1
0 , |x j| ≥ 1

donde h = ∆x = M−1 para algún entero M.

Tomemos la transformada de Fourier a v j

�v(ξ ) =
1√
2π

∞

∑
j=−∞

e−i j ξ h v j h

=
1√
2π

e−i j ξ h (
1
2
)h+

1√
2π

e−i j ξ h (
1
2
)h+

1√
2π

M−1

∑
j=−(M−1)

e−i j ξ h

=
h√
2π

cosξ +
h√
2π

sen(M− 1
2)h ξ

sen1
2h ξ

=
h√
2π

cosξ +
h√
2π

sen(M h ξ ) cos(1
2h ξ )− cos(M h ξ ) sen(1

2h ξ )
sen1

2h ξ

=
h√
2π

cosξ +
h√
2π

senξ cot(
1
2

h ξ )− h√
2π

cosξ

=
h√
2π

senξ cot(
1
2

h ξ )
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La fórmula de Parseval asegura el cálculo de la siguiente integral

�v̂�2
h =

h2

2π

∫ π/4

−π/4
sen2(ξ ) cot(

1
2

hξ )dξ

= �u�2
h

= h[(
1
2
)2 +

M+1

∑
j=−(M+1)

(1+(
1
2
)2)]

= h[
1
2
+M−1− (−M+1)+1] = h[

1
2
+2M−1]

= h[2M− 1
2
]

= 2− 1
2

h

8.3.2 Ejemplo.-

Sea v j =
1
j2 , luego la transformada será

v̂(ξ ) =
1√
2π

∞

∑
j=−∞

1
j2 e−i jξ =

1√
2π

∞

∑
j=1

2
j2

e−i jξ + ei jξ

2
=

√
2
π

∞

∑
j=1

1
j2 cos( jξ )

8.3.1 Proposición.-

La sucesión vn es estable en la norma l2,∆x si y solo si la sucesión v̂n es estable en
L2([−π ,π ])

1.9. Estabilidad para problemas de valor inicial-frontera

Ahora discutiremos la estabilidad para problemas de valor inicial-frontera, estos pro-
blemas son acotados en cada variable espacial.

9.0.1 Proposición.-

Sea un esquema de diferencias para el problema de valor inicial-frontera. La concidión de
von Neumann para el esquema de diferencias considerado como un esquema de diferen-

cias para un problema de valor inicial es una condición necesaria para la estabilidad.

Para ilustrar la aplicación del resultado anterior damos el siguiente ejemplo

9.0.1 Ejemplo.-

Considere el problema de valor inicial-frontera

ut +aux = 0, a < 0, x ∈ (0,1), t > 0 (1.204)

u(1, t) = 0, t > 0 (1.205)

u(x,0) = f (x), x ∈ [0,1] (1.206)
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Encontrar una condición necesaria para la estabilidad ( y, por lo tanto, convergencia ) del

esquema de diferencias

vn+1
j = (1+Cr)v

n
j −Crv

n
j+1, j = 0, . . . ,M−1 (1.207)

vn+1
M = 0 (1.208)

v0
j = f ( j∆x), j = 0, . . . ,M. (1.209)

Solución: Observe que por la proposición (9.0.1), si consideramos la ecuación de

diferencias (1.207) como un esquema de diferencias para un problema de valor inicial,
la estabilidad de este esquema será necesario para la estabilidad del esquema (1.207)-

(1.209).
Sabemos que el esquema de diferencias (1.207) es estable como un problema de valor

inicial si y solo si Cr = a∆t/∆x ≥−1. Por lo tanto −1 ≤Cr ≤ 0, una condición necesaria
para la estabilidad del esquema de diferencias (1.207)-(1.208).

9.0.2 Proposición.-

Sea un esquema de diferencias finitas explícito

vn+1 = Qvn (1.210)

para un problema de valor inicial-frontera. Decimos que el esquema es estable si y sólo si

existen constantes positivas ∆x0 y ∆t0 y constantes no negativas K y β tal que

�Qn+1� ≤ K eβ (n+1)∆t , (1.211)

para 0 < ∆x ≤ ∆x0 y 0 < ∆x ≤ ∆t0

9.1. Series de Fourier y estabilidad

Recordemos que un esquema de diferencias finitas de un solo paso puede escribirse
en la forma

vn+1
j = Q vn

j

donde Q = Q(S+,S−) y S+, S− son los operadores de desplazamiento hacia adelante y
hacia atrás respectivamente, S+vn

j = vn
j+1, S−vn

j = vn
j−1.
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Tomando la transformada de Fourier a S+v j tenemos

Ŝ+v j =
∞

∑
j=−∞

v j+1 e−i j h ξ

=
∞

∑
j=−∞

v j e−i( j−1)hξ

= eihξ
∞

∑
j=−∞

v j e−i j h ξ

= ei h ξ v̂.

donde v j+1 = v j eihξ . De la misma forma obtenemos

Ŝ−v j = e−i hξ v̂.

De aquí si vn+1 = Q(S+,S−)vn podemos tomar la transformada de Fourier

v̂n+1 = Q(eihξ ,e−ihξ )v̂n.

Si denotamos por θ = hξ entonces tenemos el término

g(θ ,k,h) = Q(eiθ ,e−iθ ) (1.212)

llamado factor de amplificación.

Antes de seguir con el análisis de estabilidad, utilizaremos el operador F : l2 →
L2([−π ,π ]) como la transformada de Fourier discreta

F (v) =
1√
2π

∞

∑
j=−∞

ei j ξ vj

Si definimos los operadores

S+v = {u j+1}
S−v = {u j−1}

Así podemos decir que

F (S±v) = e±i ξ
F (v)

Muchas veces, en lugar de aproximar un problema de valor inicial-frontera tomando

la transformada de Fourier discreta, la aproximación al problema se puede hacer tomando

la expresión

vn
j = gnei jkπ∆x (1.213)
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donde 0 ≤ k ≤ M, n = 0, . . . y i2 =−1.

Dado un esquema diferencias finitas para la ecuación de difusión es posible llegar a

determinar el factor de amlificación

g = 1−4rsen2 jπ∆x

2
, j = 1, . . . ,M (1.214)

Entonces, obtenemos una condición necesaria para la estabilidad restringiendo r tal que

se cumpla |g| ≤ 1. ( El término gn no crecerá sin limites)

9.1.1 Nota.-

Debemos darnos cuenta que lo que se encontró para g es exactamente lo mismo que se

obtiene para los autovalores de una matriz Q. Por lo tanto, para obtener una condición de

estabilidad requiere que |g| ≤ 1 que la misma condición que los autovalores de la matriz

Q deben ser menores o iguales a uno.

Un hecho importante que hay que tener en cuenta en el análisis de von Neumann es

que no toma en cuenta las condiciones de frontera. Esto significa que el esquema será

estable si las condiciones de frontera no causan inestabilidad. Pero debemos ser muy

claros acerca del hecho de que el criterio de estabilidad de von Neumann nos da solo

condiciones necesarias para la estabilidad.

El método anterior es claramente correcto pero se usa a menudo incorrectamente.

Además, el método dará resultados fuertes que son condiciones necesarias.

El factor de amplificación se dice que satisface la condición de estabilidad de von de

Neumann si existe una constante C > 0 tal que

|g(θ ,k,h)| ≤ 1+Ck (1.215)

donde k = ∆t paso del tiempo.

La condición (1.215) puede ser escrita en el siguiente teorema.

Teorema 8

Un esquema de diferencias finitas de un paso es estable en la norma l2,∆x si y solo

si satisface la condición de von Neumann.

Prueba.

Primero demostramos la condición suficiente. En efecto, si la condición de von Neu-

mann es satisfecha entonces el esquema de diferencias finitas es estable.
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Sea T > 0 suficientemente grande, y supongamos que existe C > 0 tal que para todo

θ se tiene

|g(θ ,k,h)| ≤ 1+Ck,0 < k ≤ k0, 0 < h ≤ h0.

por la definición de factor de amplificación se tiene

v̂n = gv̂n−1 = gnv̂0

Luego usando la identidad de Parseval

�vn�2
h = �v̂n�2

h =

∫ π
h

− π
h

|v̂n(ξ )|2dξ =

∫ π
h

− π
h

|g|2n|v̂0(ξ )|2dξ

≤ (1+Ck)2n
∫ π

h

− π
h

|v̂0(ζ )|2dζ = (1+Ck)2n �v̂0�2
h

= (1+Ck)2n �v0�2
h

Como nk ≤ T , entonces n ≤ T/k, y del hecho que 1+ x ≤ ex, x > 0, tenemos

(1+Ck)2n ≤ (1+Ck)2 T
k ≤ e2CT

Entonces usando los extremos de la desigualdad anterior obtenemos

�vn�2
h ≤ (1+Ck)2n �v0�2

h ≤ e2C T�v0�2
h

podemos decir que existe CT = e2CT > 0, así como para las constantes h0 > 0, k0 > 0

elegidas en la condición de von Neumann y se cumple

�vn�2
h ≤CT�v0�2

h,

para todo 0 < h ≤ h0, 0 < k ≤ k0, nk ≤ T

Para condición necesaria utilizamos la contraposición, es decir si la condición de von

Neumann no es satisfecha entonces el esquema de diferencias finitas no es estable

En efecto: Supongamos que para cada C > 0, existe θc ∈ [−π ,π ] tal que

|g(θc,k,h)|> 1+Ck, , 0 < k ≤ k0, 0 < h ≤ h0

Por la continuidad de g(θ) existe un intervalo [θ1,θ2] que contiene a θc y además

|g(θ)| ≥ 1+Ck, para todo θ ∈ [θ1,θ2]

Si fijamos una función v̂0 en el espacio de longitud o frecuencias que sea nula en el

exterior del intervalo [θ1,θ2], por ejemplo

v̂0(ξ ) =

{
0, θ /∈ [θ1,θ2]√

h
θ2−θ1

, θ ∈ [θ1,θ2]
=

{
0, θ /∈ [θ1

h
, θ2

h
]√

h
θ2−θ1

, θ /∈ [θ1
h
, θ2

h
]
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Observamos que �v̂0�= 1.

Entonces utilizando nuevamente la identidad de Parseval tenemos

�vn�2
h = �v̂n�2

h =

∫ π
h

− π
h

|v̂n(ξ )|2dξ

=

∫ π
h

− π
h

|g|2n|v̂0(ξ )|2dξ

=

∫ θ2
h

− θ1
h

|g|2n|v̂0(ξ )|2dξ

≥ (1+Ck)2n
∫ θ2

h

− θ1
h

|̂v0(ξ )|2dξ = (1+Ck)2n

Si elegimos C para el cual existe T > 0 y k con kn ∼ T tal que se cumpla

2+2CT ≥ e2CT ∼ (1+ kC)2 T
k

Podemos concluir que

�vn�2
h ≥ (1+Ck)2n = (1+Ck)2 T

k

≥ 1
2
(1+Ck)2 T

k ∼ 1
2

e2CT

=
1
2

e2CT�v0�2
h

Por tanto, para cada CT = 1
2e2CT existe T > 0 tal que 1+CT ≥CT y se cumple

�vn�2
h ≥CT�v0�2

h

que es la no estabilidad del esquema.

9.1.2 Nota.-

Si g(θ ,k,h) = g(θ) entonces la condición de von Neumann puede escribirse en la forma

|g(θ)| ≤ 1. (1.216)

9.1.1 Proposición.-

El esquema de diferencias finitas
vn+1 = Qvn

es estable con respecto a la norma l2,∆x si y sólo si existen constantes positivas ∆t0 y ∆x0

y constantes no negativas β y K tal que

|g(θ)|n+1 ≤ Keβ (n+1)∆t
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para 0 < ∆t ≤ ∆t0, 0 < ∆x ≤ ∆x0 y todo θ ∈ [−π ,π ], donde g es el factor de amplificación

del esquema (9.1.1).

Prueba. Thomas, J., pág. 108.

9.1.2 Proposición.-

El esquema de diferencias
vn+1 = Qvn (1.217)

es estable con respecto a la norma l2,∆x si y solo si existen constantes positivas ∆t0, ∆x0, y

C tal que y todo θ ∈ [−π ,π ].
|g(θ)| ≤ 1+C ∆t (1.218)

para 0 < ∆t ≤ ∆t0, 0 < ∆x ≤ ∆x0

Prueba Note que cuando g satisface la desigualdad (1.218) se dice que g satisface la
condición de von Neumann.

Es fácil ver que

|g(θ)| ≤ 1+C ∆t ≤ eC∆t (1.219)

entonces

|g(θ)|n+1 ≤ e(n+1)C∆t . (1.220)

Por lo tanto, el esquema es estable por la proposición (9.1.2).

Para probar la convergencia, asumimos que la condición no se cumple, es decir, supo-

nemos que para todo C > 0, existen constantes θC ∈ [−π ,π ], tal que

|g(θC)|> 1+C ∆t.

Usando una sucesión {Cj} tal que Cj → ∞ cuando j →∞, encontramos una sucesión {θ j}
tal que

|g(θ j)|n+1 → ∞, j → ∞

Por lo tanto, |g(θ)|n+1 no puede ser acotado. Esto contradice la proposición (9.1.2).

Por lo tanto, se ha demostrado que si el esquema de diferencias no satisface la condi-

ción de von Neumann, entonces este no puede ser estable. Así, si el esquema es estable,
entonces este debe satisfacer la condición de von Neumann, lo cual se ha probado en la

Proposición anterior.

Este teorema muestra que para determinar la estabilidad de una ecuación diferencial

solamente necesitamos considerar el factor de amplificación g(θ ,k,h).
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9.1.1 Ejemplo.-

Probaremos que una condición suficiente para la estabilidad del esquema forward-time
forward-space con la ecuación ut +aux = 0 es que 0 <Cr ≤ 1, a < 0.

En efecto, el esquema forward-time forward-space es posible escribirlo en la forma

vn+1
j = αvn

j +βvn
j+1 (1.221)

Demostraremos que este esquema es estable para |α|+ |β | ≤ 1.

∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 =

∞

∑
j=−∞

|αvn
j +βvn

j+1|2

≤
∞

∑
j=−∞

|α|2|vn
j |2 +2|α||β ||vn

j+1||vn
j |+ |β |2|vn

j+1|2

≤
∞

∑
j=−∞

|α|2|vn
j |2 + |α||β |(|vn

j+1|2 + |vn
j |2)+ |β |2|vn

j+1|2

usando el hecho que
∞

∑
j=−∞

(|vn
j |2 + |vn

j+1|2) = 2
∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

tenemos

≤
∞

∑
j=−∞

|α|2|vn
j |2 + |α||β |(|vn

j|2 + |vn
j |2)+ |β |2|vn

j |2

=
∞

∑
j=−∞

|α|2|vn
j |2 +2|α||β ||vn

j|2 + |β |2|vn
j |2

=
∞

∑
j=−∞

(|α|2+2|α||β |+ |β |2)|vn
j |2

= (|α|+ |β |)2
∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

sacando extremos tenemos

∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤ (|α|+ |β |)2

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2 (1.222)
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Por inducción sobre la ecuación (1.222)
∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤ (|α|+ |β |)2

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

≤ (|α|+ |β |)2
∞

∑
j=−∞

|vn−1
j |2

≤ ·· · ≤ (|α|+ |β |)2n
∞

∑
j=−∞

|v0
j |2

Entonces
∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤ (|α|+ |β |)2n

∞

∑
j=−∞

|v0
j |2

h
∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤ (|α|+ |β |)2nh

0

∑
j=0

∞

∑
j=−∞

|v0
j |2

Si hacemos

CT = (|α|+ |β |)2n

|| b f vn+1||h ≤ CT (h
∞

∑
j=−∞

|v0
j)|2)

||vn+1||h ≤ CT ||v0||h
Así que el esquema es estable si |CT | ≤ 1, esto es, |α|+ |β | ≤ 1. En el caso particular del

esquema de forward-time forward-space, tenemos que α = 1+Cr y β =−Cr, así que

|α|+ |β |= |1+Cr|+ |−Cr| ≤ 1

Entonces

|1+Cr|+ |Cr| ≤ 1

Por lo tanto, para a < 0 se tiene 0 ≤Cr ≤ 1 ó −1 ≤Cr ≤ 0.

Mostraremos que la condición Cr ≤ 1 es necesaria para la estabilidad de muchos de
los esquemas explícitos para la ecuación de convección (??).

9.1.2 Ejemplo.-

Aquí incluimos una alternativa mucho más fácil de analizar la estabilidad del esquema de

diferencias finitas

vn+1
j = vn

j −
1
2

Cr(v j+1 − v j−1)+ r(v j+1 −2vn
j + vn

j−1) (1.223)
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El factor de amplificación del esquema está dado por

g(θ) = (1−2r)+2r cosθ − iCrsenθ (1.224)

tal que

|g(θ)|2 = (1−4rsen2 θ
2
)2 +C2

r sen2θ (1.225)

Si tomamos una constante r0 tal que r0 ≤ 1/2, entonces (1.225) se puede escribir

|g(θ)|2 = (1−4r0sen2 θ
2
)2 +C2

r sen2θ

= (1−4r0sen2 θ
2
)2 +a2 r0

α
∆tsen2θ

Puesto que r0 ≤ 1/2, 1−4r0sen2 θ
2 ≤ 1 y sen2θ ≤ 1, entonces la ecuación (1.226) implica

que

|ρ(θ)|2 ≤ 1+C∆t, C = a2 r0

α
(1.226)

Por lo tanto, el esquema es estable.

Ahora presentamos un resultado que abarca todos los esquemas de un paso.

Teorema 9

Para un esquema explícito para la ecuación de convección tenemos el esquema de

diferencias

vn+1
j = αvn

j−1 +βvn
j + γvn

j+1

con Cr = a k
h

constante, una condición necesaria para la estabilidad es la condición

de (CFL) Courant-Friedrichs-Lewy, |Cr| ≤ 1.

Prueba. Hacemos la prueba para el caso escalar. Suponemos que |Cr | = |aλ | > 1;

entonces en el punto (x, t) = (0,1) vemos que la solución de la ecuación diferencial

u(x, t) = u0(x− at) depende de los valores de u0(x) en x = +a y x = −a (en realidad

solamente de uno de ellos a ó −a). Pero el esquema de diferencias finitas tendrá vn
0 de-

pendiendo únicamente de v0
j para j ≤ n, por la forma del esquema con h = λ−1k, te-

nemos jh ≤ λ−1kn = λ−1, pues kn = 1. Es decir que vn
0 depende de x solamente para

|x| ≤ λ−1 < |a|.
Por tanto, vn

0 no converge a u(0,1) cuando h → 0 con h/k = 1; por tanto |Cr| ≤ 1.
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De manera similar se puede probar que no existe esquemas consistentes explícitos para

ecuaciones hiperbólicas que sean estables para todos los valores de r (con λ constante
cuando h,k → 0).

En este sentido presentamos el siguiente teorema; probado primeramente por Courant,
Friedrichs y Lewy.

Teorema 10

No existe esquemas de diferencias finitas consistentes, incondicionalmente estables
explícitos para sistemas hiperbólicos de ecuaciones diferenciales parciales.

9.1.3 Ejemplo.-

Mostraremos que el esquema implícito

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn+1
j − vn+1

j−1

h
= 0 (1.227)

es estable para a > 0 y k/h arbitrario.

Prueba. En efecto, el esquema (1.227) es posible escribirlo en la forma

(1+Cr)
2vn+1

j = vn
j +Crv

n+1
j−1 (1.228)

Elevando al cuadrado

(1+Cr)|vn+1
j |2 = |vn

j +Crv
n+1
j−1 |2

≤ |vn
j |2 +2Cr|vn

j ||vn+1
j−1|+C2

r |vn+1
j−1|2

≤ |vn
j |2 +Cr|(vn

j |2 + |vn+1
j−1|2)+C2

r |vn+1
j−1|2

= (1+Cr)|vn
j |2 +(Cr +C2

r )|vn+1
j−1|2

tomando la suma sobre todos los valores de j, obtenemos:

(1+Cr)
2

∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤ (1+Cr)

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2 +

(Cr +C2
r )

∞

∑
j=−∞

|vn
j−1|2

= (1+Cr)
∞

∑
j=−∞

|vn
j |2 +Cr(1+Cr)

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

= ((1+Cr)+aλ (1+Cr))
∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

= (1+2Cr +C2
r )

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2
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Entonces

(1+Cr)
2

∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤ (1+Cr)

2
∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

de donde se obtiene
∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤

∞

∑
j=−∞

|vn
j |2

≤
∞

∑
j=−∞

|vn−1
j |2

≤
∞

∑
j=−∞

|vn−2
j |2

. . .

≤
∞

∑
j=−∞

|v0
j |2

Entonces
∞

∑
j=−∞

|vn+1
j |2 ≤

∞

∑
j=−∞

|v0
j |2

�vn+1�h ≤
0

∑
j=0

�v j�h

o lo que es lo mismo

h
∞

∑
m=−∞

|vn
j |2 ≤CT h

J

∑
j=0

∞

∑
m=−∞

|vn
j |2

para J = 0. Por lo tanto, el esquema es estable para todo valor de h/k cuando a> 0.

Siempre es posible elegir el número de Courant Cr arbitrariamente grande para que el
esquema (1.227) sea estable como se demuestra teóricamente, pero es recomendable no

tomar valores grandes para Cr. Más adelante mostraremos que existen ventajas de elegir
Cr pequeño sobre todo por los errores de máquina.

1. Las soluciones de los esquemas de diferencias finitas muestran que la inestabilidad
está relacionado con oscilaciones de alta frecuencia.

2. La precisión será menos buena cuando hay discontinuidades en las condiciones ini-

ciales o en sus derivadas. Puede demostrarse analíticamente que cuando los valores

en la frontera son constantes, el efecto de las discontinuidades en los valores inicia-
les y sus derivadas iniciales en la solución de una ecuación parabólica disminuye

cuando t se incrementa.
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3. Inestabilidad es el crecimiento rápido de altas frecuencia en la solución del esquema

de diferencias finitas.

4. La inestabilidad es esencialmente un fenómeno de carácter local, esto es, las osci-

laciones ocurren en los puntos donde la derivada de la solución es discontinua. Es
claro que las oscilaciones causadas por la inestabilidad se propaga a otras regiones,
que pueden hacer que la perturbación finalmente parezca global en la extensión.

5. El término de error es definido por

Error = (
Valor Analitico−Valor Computacional

Valor Analitico
)100

Para estudiar el efecto del tamaño de paso sobre la precisión de la solución, podemos
tomar un esquema implícito generando diferentes soluciones para diferentes tamaños de

paso. Naturalmente, cuando el valor del paso del tiempo se incrementa, el total de puntos
malla en el dominio computacional decrece y, como resultado, el tiempo computacional

disminuye. Sin embargo, estas ventajas son acompañadas por un aumento de error.
Considerar que para todo el análisis de estabilidad se impone limitaciones sobre al-

gunos esquemas de diferencias. En segundo lugar, la precision de la solución y el tiempo
computacional requerido para generar la solución juega un importante rol en la elección

del tamaño de paso adecuado. Una vez que se ha obtenido la solución, esta deberá ser
comparada con otras soluciones, analíticas o numéricas, y para datos experimentales si es
posible. Cuando se gana experiencia en estos métodos y en su comportamiento, fácilmen-

te se puede elegir el tamaño correcto de paso y la técnica numérica apropiada.
Seleccionar una técnica numérica depende del problema planteado y la naturaleza de

las ecuaciones gobernantes del problema y además las condiciones iniciales y de fronte-
ra que son impuestas. Cada uno de los métodos descritos tienen sus propias ventajas y

desventajas. Así cuando un problema es planteado, las ventajas y desventajas del método
numérico disponible debe ser cuidadosamente pensado antes de seleccionar un algoritmo
en particular.

Si hacemos un resumen sobre aplicaciones y limitaciones del método de estabilidad
de von Neumann

1. El análisis de estabilidad de von Neumann puede ser aplicado solo a ecuaciones
lineales.

2. La influencia de la condición de frontera sobre la estabilidad de la solución no es
incluida.
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3. Para una ecuación diferencial escalar la cual es aproximada por un esquema de

diferencias finitas, el requerimiento matemático es impuesto sobre el factor de am-
plificación como sigue:

a) Si g es real, entonces |g| ≤ 1

b) si g es compleja, entonces �g�2 ≤ 1, donde �g�2 = g g

4. Para una ecuación diferencial escalar la cual es aproximada por un esquema de
diferencias de tres niveles, el factor de amplificación es una matriz. En este caso

el requerimiento es impuesto sobre los autovalores de la matriz de amplificación G

como sigue:

a) Si λ es un autovalor real, entonces |λ | ≤ 1

b) Si λ es un autovalor complejo, entonces |λ |2 ≤ 1

5. El método de diferencias finitas puede ser facílmente extendido a problemas bidi-

mensionales.

6. El procedimiento puede ser usado para analizar la estabilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales. El requerimiento es impuesto sobre los autovalores más

grandes de la matriz de amplificación.

7. Los valores de estabilidad para problemas unidimensionales no estacionarios pue-

den, ser establecidos como sigue:

a) Para formulaciones explícitas: número de Courant Cr ≤ 1, número de difusión

r ≤ 0.5 y número de celda de Reynolds Rec ≤ 2
Cr

b) Para una formulación implícita, muchos esquemas son incondicionalmente
estables.

8. En ocasiones el factor de amplificación es una expresión difícil de analizar, por ello
se recurre a la experimentación numérica para facilitar el análisis.

9.2. Análisis de error en el método de diferencias finitas

En el método de diferencias finitas tenemos esquemas de primer orden de precisión.
Un ejemplo de un esquema de primer orden de precisión para la ecuación modelo

∂u

∂ t
+a

∂u

∂x
= 0
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si utilizamos diferencias progresivas en el tiempo y diferencias regresivas en el espacio

obtenemos
un+1

j −un
j

∆t
+a

un
j −un

j−1

∆x
= 0

Note que, en el proceso de aproximación, la serie de Taylor fue truncada en la segunda

derivada, es decir,

∂u

∂ t
=

un+1
j −un

j

∆t
+

∆t

2!
∂ 2u

∂ t2 +
(∆t)2

3!
∂ 3u

∂ t3 + . . .

| → O(∆t)

Para una formulación de segundo orden de precisión, el término del error de truncamiento

está en la tercera derivada; por ejemplo,

∂u

∂ t
=

un+1
j −un−1

j

2∆t
− 2(∆t)2

3!
∂ 3u

∂ t3 + . . .

| → O(∆t)2

El error asociado con un esquema de primer orden de precisión es conocido como

error de disipación. Estos errores tienden a decrecer el gradiente dentro del dominio solu-

ción. Los errores asociados con un esquema de precisión de segundo orden son conocidos

como errores de dispersión. Los errores de disipación producen una disminución de la

amplitud de la onda, mientras que el error de dispersión indica una oscilación en la solu-

ción.

Para determinar el término de error dominante de una ecuación de diferencias, el desa-

rrollo de la serie de Taylor fue reemplazada por una ecucación en diferencias y, después

de alguna manipulación algebraica, la así llamada ecuación modificada es obtenida. Para

ilustrar el procedimiento consideremos dos ejemplos. Los ejemplos seleccionados repre-

sentan un orden de precisión de primer y segundo. Estos ejemplos mostrarán el término

de error dominante de estos esquemas y su relación con los errores de disipación y dis-

persión.

9.2.1 Ejemplo.-

Un esquema de diferencias de primer orden para la ecuación modelo

ut +aux = 0

es dado por el esquema Upwind

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j − vn

j−1

∆x
= 0
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la cual es arreglada en forma de algoritmo

vn+1
j = vn

j −Cr(v
n
j − vn

j−1)

Los términos vn+1
j y vn

j−1 son expandidos en su serie de Taylor como sigue

vn+1
j = vn

j +(∆t)
∂v

∂ t
+

(∆t)2

2!
∂ 2v

∂ t2 +
(∆t)3

3!
∂ 3v

∂ t3 +O(∆t)4 (1.229)

vn
j−1 = vn

j − (∆x)
∂v

∂ t
+

(∆x)2

2!
∂ 2v

∂ t2 − (∆x)3

3!
∂ 3v

∂ t3 +O(∆x)4 (1.230)

Sustituyendo (1.229) y (1.230) en (1.229) obtenemos

∂v

∂ t
= −a

∂v

∂x
− (∆t)

2
∂ 2v

∂ t2 +a
(∆x)

2
∂ 2v

∂x2

−(∆t)2

6
∂ 3v

∂ t3 −a
(∆x)2

6
∂ 3v

∂x3 +
[
O(∆t)3+O(∆x)3] (1.231)

Analizamos la ecuación (1.231) y comparamos esta con la ecuación diferencial parcial
original, las derivadas de orden superior en el tiempo deben ser reemplazadas por las

derivadas espaciales. Esta sustitución requiere la determinación de
∂ 2v

∂ t2 con un orden de

error
[
O(∆t)2,O(∆x)2] y

∂ 3v

∂ t3 con un orden de error [O(∆t),O(∆x)] tal que el error de
precisión de (1.231) no es alterado, es decir, el resto es de tercer orden.

Para determinar
∂ 2v

∂ t2 , tomar la derivada de (1.231) con respecto a x para obtener

∂ 2v

∂x∂ t
= − a

∂ 2v

∂x2 −
∆t

2
∂ 3v

∂x∂ t2 +a
∆x

2
∂ 3v

∂x3

− (∆t)2

6
∂ 4v

∂x∂ t3 −a
(∆x)2

6
∂ 4v

∂x4 +
(
O(∆t)3,O(∆x)3) (1.232)

Similarmente, la derivada con respecto a t de la ecuación (1.231) es

∂ 2v

∂ t2 = − a
∂ 2v

∂ t∂x
− ∆t

2
∂ 3v

∂ t3 +a
∆x

2
∂ 3v

∂ t∂x2 −
∆t

6
∂ 4v

∂ t4

− a
∆x

6
∂ 4v

∂ t∂x3 +
(
O(∆t)3,O(∆x)3) (1.233)

multiplicando la ecuación (1.232) por −a y sumando (1.233) obtenemos

−a
∂ 2v

∂x∂ t
+

∂ 2v

∂ t2 = a2 ∂ 2v

∂x2 +a
∆t

2
∂ 3v

∂x∂ t2 −a2 ∆t

2
∂ 3v

∂x3

+ a
∆t

6
∂ 4v

∂x∂ t3 +a2 ∆t

6
∂ 4v

∂x4 −a
∂ 2v

∂ t∂x
− ∆t

2
∂ 3v

∂ t3 +a
∆x

2
∂ 3v

∂ t∂x2

− (∆t)2

6
∂ 4v

∂ t4 −a
∆x

6
+
(
O(∆t)3,O(∆x)3)
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Simplificando

∂ 2v

∂ t2 = a2 ∂ 2v

∂x2 +
∆t

2

[
a

∂ 3v

∂x∂ t2 −
∂ 3v

∂ t3

]

+
∆x

2

[
a

∂ 3v

∂ t∂x2 −a2 ∂ 3v

∂x3

]
+
(
O(∆t)2,O(∆x)2) (1.234)

Esta ecuación requiere que determinemos
∂ 3v

∂ t3 ,
∂ 3v

∂ t∂x2 y
∂ 3v

∂ t2∂x
, las cuales son de primer

orden de precisión.

Para derivar estas ecuaciones tomamos la derivada de (1.231) con respecto al tiempo

∂ 2

∂ t2

(
∂v

∂ t

)
= − a

∂ 3v

∂ t2∂x
− ∆t

2
∂ 4v

∂ t4 +a
∆x

2
∂ 4v

∂x2∂ t2

− (∆t)2

6
∂ 5v

∂ t5 −a
(∆x)2

6
∂ 5v

∂ t2∂x3 +
[
O(∆t)3,O(∆x)3] (1.235)

y la derivada con respecto a x de (1.234) es

∂ 3v

∂x∂ t2 = a2 ∂ 3v

∂x3 +
∆t

2

[
a

∂ 4v

∂x2∂ t2 −
∂ 4v

∂x∂ t3

]

+
∆x

2

[
a

∂ 4v

∂ t∂x3 −a2 ∂ 4v

∂x4

]
+
(
O(∆t)2,O(∆x)2) (1.236)

multiplicando (1.236) por −a y sumando a la ecuación (1.235),obtenemos

∂ 3v

∂ t3 = − a3 ∂ 3v

∂x3 +
∆t

2

[
a

∂ 4v

∂ t2∂x2 −a2 ∂ 4v

∂ t∂x3 −
∂ 4v

∂ t4

]

+
∆t

2

(
a

∂ 4v

∂ t2∂x2 −a2 ∂ 4v

∂ t∂x3 +a3 ∂ 4v

∂x4

)
+
(
O(∆t)2,O(∆x)2)

Puesto que estamos interesados en la relación de precisión de primer orden, podemos
escribir

∂ 3v

∂ t3 =−a3 ∂ 3

∂x3 +[O(∆t),O(∆x)] (1.237)

Similarmente, por manipulaciones algebraicas podemos llegar a determinar que

∂ 3v

∂ t∂x2 =−a2 ∂ 3v

∂x3 +(O(∆t),O(∆x)) (1.238)

y
∂ 3v

∂ t2∂x
= a2 ∂ 3v

∂x3 +(O(∆t),O(∆x)) (1.239)
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Sustituyendo (1.237) y (1.239) en (1.234) obtenemos

∂ 2v

∂ t2 = a2 ∂ 2u

∂x2 +a
∆t

2

(
a2 ∂ 3v

∂x3 +[O(∆t),O(∆x)]

)

− ∆t

2

(
−a3 ∂ 3v

∂x3 +[O(∆t),O(∆x)]

)

+ a
∆x

2

(
−a

∂ 3v

∂x3 +[O(∆t),O(∆x)]

)

− a2 ∆x

2
∂ 3v

∂x3 +
(
O(∆t)2,O(∆x)2)

Por lo tanto,

∂ 2v

∂ t2 = a2 ∂ 2v

∂x2 +(a3∆t −a2∆x)
∂ 3v

∂x3 +O [(∆t)2,∆t,∆x,(∆x)2] (1.240)

y
∂ 3v

∂ t3 =−a3 ∂ 3v

∂x3 +O [∆t,∆x] (1.241)

Sustituyendo (1.240) y (1.241) en (1.231) se tiene

∂v

∂ t
= − a

∂v

∂x
− a2

2
∆t

∂ 2v

∂x2 − (a3∆t −a2∆x)
∆t

2
∂ 3v

∂x3 +a
∆x

2
∂ 2v

∂x2

+ a3 (∆t)2

6
∂ 3v

∂x3 −a
(∆x)2

2
∂ 3v

∂x3 +O
[
(∆t)3,(∆x)(∆t)2,(∆x)2(∆t),(∆x)3]

Reescribiendo esta ecuación en términos del número de Courant Cr

∂v

∂ t
= − a

∂v

∂x
− a

2
h(1−Cr)

∂ 2v

∂x2 −a
h2

6
(2C2

r −3Cr +1)
∂ 3v

∂x3

+ O
[
(∆t)3,(∆x)(∆t)2,(∆x)2(∆t),(∆x)3] (1.242)

Esta ecuación es conocida como la ecuación modificada cuando la comparamos con la
ecuación diferencial original dada por

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x

El error introducido en el proceso de aproximación es claramente indicado. Note que el
término de error es de primer orden, el cual incluye la segunda derivada.

9.2.2 Ejemplo.-

Un esquema de diferencias de segundo orden para la ecuación modelo

ut +aux = 0
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es dado por el esquema Leapfrog

vn+1
j − vn−1

j

2∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= 0

Esta ecuación puede ser puesta en forma de algoritmo

vn+1
j = vn−1

j −Cr(v
n
j+1 − vn

j−1) (1.243)

Sustituyendo en (1.243) los desarrollos de Taylor en el nodo (x j, tn) obtenemos

∂v

∂ t
=−a

∂v

∂x
− (∆t)2

6
∂ 3v

∂ t3 −a
(∆x)2

6
∂ 3v

∂x3 +O
[
(∆t)4,(∆x)4] (1.244)

Haciendo manipulaciones algebraicas se llega a

∂ 3v

∂ t3 =−a3 ∂ 3v

∂x3 +O(∆t,∆x) (1.245)

Sustituyendo en (1.244) y factorizando términos obtenemos

∂v

∂ t
=−a

∂v

∂x
+a

(∆x)2

6

[
a2(

∆t

∆x
)2 −1

]
∂ 3v

∂x3 +O [(∆t)4,(∆x)3(∆t),(∆x)4] (1.246)

Esta es la ecuación modificada de la ecuación modelo

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x
(1.247)

Claramente se indica el término del error dominante. Note que su término de error incluye

derivadas de tercer orden.
�

9.3. Viscosidad artificial

El término de error en el esquema (1.242) de primer orden de precisión es claramente
indicado con el segundo término del lado derecho, empezando el término dominante del

error. El coeficiente que lo denotamos por αc

αc = a
h

2
(1−Cr) (1.248)

es conocido como viscosidad artificial o numérica. Este coeficiente no físico introducido
por una aproximación particular a una ecuación diferencial.
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Note que para Cr = 1, αc = 0, la solución es exacta. El efecto de la viscosidad artificial

es disipar la solución; como un resultado, el gradiente en el dominio de evolución son
reducidos.

Otro procedimiento para determinar el término de error dominante puede ser el si-
guiente. Considerar la ecuación (1.231) que reescrita se puede escribir como

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x
− ∆t

2
∂ 2u

∂ t2 +a
∆x

2
∂ 2u

∂x2 +O((∆t)2,(∆x)2) (1.249)

Para eliminar la derivada en el tiempo del lado derecho de la ecuación (1.249), la ecuación
original será usada, es decir,

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x
(1.250)

Tomando la derivada en el tiempo, obtenemos

∂ 2u

∂ t2 = −a
∂
∂ t

(
∂u

∂x

)

= −a
∂
∂x

(
∂u

∂ t

)

= −a
∂
∂x

(
−a

∂u

∂x

)

= a2 ∂ 2u

∂x2

Por lo tanto
∂ 2u

∂ t2 = a2 ∂ 2u

∂x2 (1.251)

Sustituyendo (1.251) en (1.250)

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x
−a2 ∂ 2u

∂x2

∆t

2
+a

∆x

2
∂ 2u

∂x2 +O [∆t2,∆x2] (1.252)

Por lo tanto,

∂u

∂ t
= −a

∂u

∂x
+(a

∆x

2
−a2 ∆t

2
)
∂ 2u

∂x2 +O [∆t2,∆x2]

= −a
∂u

∂x
+a

∆x

2
(1−a

∆t

∆x
)
∂ 2u

∂x2 +O [∆t2,∆x2]

o, en términos del número de Courant

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x
+a

∆x

2
(1−Cr)

∂ 2u

∂x2 +O [∆t2,∆x2] (1.253)

donde el segundo término del lado derecho representa el término de error y el coeficiente

a
∆x

2
(1−Cr) (1.254)

representa la viscosidad artificial.
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CAPÍTULO 2

MÉTODO DE DIFERENCIAS PARA

ECUACIONES HIPERBÓLICAS

Las ecuaciones en derivadas parciales de primer orden se utilizan para describir una
gran variedad de fenómenos físicos, por ejemplo

La ecuación

ρux +ρt = 0 (2.1)

describe la conservación de masa en una dimensión de un gas que fluye a través de
un tubo con velocidad u y densidad ρ

El sistema de ecuaciones parciales de primer orden

∂ i

∂x
+C

∂v

∂ t
= −Gv

∂v

∂x
+L

∂v

∂ t
= −Ri

representa el voltaje y la corriente en una linea de transmisión, donde R es la resis-

tencia, L la inductancia, G la capacidad y C la conductividad de fuga.

Un sistema general de n ecuaciones de primer en derivadas parciales con n incógnitas
tiene la forma

n

∑
j=1

ai j

∂ui j

∂x
+

n

∑
j=1

bi j

∂u j

∂y
= ci i = 1, ...,n (2.2)
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El sistema (2.2) es cuasilineal si ai j, bi j y ci pueden depender de las variables x, y, u1,

u2,..., un y es lineal si cada ai j, bi j son independientes de u1,u2, ...,un y además cada ci

depende de manera lineal de u1,u2, ...,un. Por ejemplo, la ecuación (2.1) es cuasilineal y

la ecuación (2.2) es lineal.

En términos de matrices, el sistema (2.2) se puede expresar como

Aux +Buy =C (2.3)

donde A y B son matrices de orden n× n, u = (u1, ...,un) y C son vectores columna de

orden n×1.

Para clasificar el sistema de ecuaciones (2.3) en ecuaciones diferenciales de parciales

de primer orden, las matrices A o B tienen que ser no singulares. Si det(B) �= 0 podemos

definir el polinomio característico de grado n en términos de λ por

Pn(λ ) = det(A−λB) (2.4)

Luego se puede decir que (2.3) es

1. Elíptico si Pn(λ ) no tiene raíces reales.

2. Hiperbólico si Pn(λ ) tiene raíces reales y distintas, o si Pn(λ ) tiene n raíces en

donde por lo menos una se encuentra repetida y el problema generalizado de valor

propio (At −λBt)V= 0 proporciona n vectores propios linealmente independientes.

3. Parabólico si Pn(λ ) tiene n raíces reales en donde por lo menos una se encuentra

repetida y el problema generalizado anterior de valor propio proporciona menos de

n vectores propios linealmente independientes.

En el caso en que Pn(λ ) tiene tanto raíces reales como complejas, no se puede llevar a

cabo una clasificación exhaustiva del sistema (2.3).

0.0.1 Ejemplo.-

Los sistemas (2.1) y (2.2) son hiperbólicos.

2.1. Método de las características

En esta parte nos referimos a las curvas características de la ecuación de convection,

las cuales son importantes para la comprensión de la solución analítica y la solución

numérica que generan.
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Supongamos que deseamos determinar la solución analítica del problema de valor

inicial

(PVI)

{
a(x, t)ut +b(x, t)ux+ c(x, t)u = 0, x ∈ R, t > 0
u(x,0) = u0(x), x ∈ R

(2.5)

a lo largo de una curva arbitraria, en la cual se encuentran los puntos P y Q a una distancia

infinitesimal. El cambio de u desde P hasta Q se denota por du y se puede escribir en su
forma diferencial

du = utdt +uxdx (2.6)

Introducimos nuevas coordenadas s y τ con la propiedad de que s varía a lo largo de las

curvas características y τ varia a lo largo de la curva inicial, y denotamos ũ(τ,s) = u(t,x).
Luego la variación a lo largo de la curva característica respecto al nuevo parámetro s es:

du

ds
= ut

dt

ds
+ux

dx

ds
(2.7)

Entonces comparando (2.5) con (2.6) se tiene

dt

ds
ut +

dx

ds
ux =−bu

donde se puede hacer una identificación de coeficientes con el PVI siguiendo los pasos
siguientes:

Paso 1: Solucionar las dos ecuaciones diferenciales ordinarias
dt

ds
= a(x, t), t(0) = 0

dx

ds
= b(x, t), x(0) = x0 (2.8)

Las soluciones de (2.8) dadas por (t,x)= (t(s),x(s)) son llamadas curvas características

del PVI.
Paso 2. Hallar la solución, ũ(s,τ), de la ecuación diferencial ordinaria

(PVI)

{
du
dt
+ c(x(s,τ), t(s,τ))u= 0, s ∈ R, t > 0

u(0) = u0(τ), τ ∈ R
(2.9)

Paso 3. Utilizar el cambio de coordenadas x = x(s,τ), t = t(s,τ) para regresar a las
variables originales (x, t) y dar la solución u(x, t) del PVI.

1.0.1 Ejemplo.-

Resolver el problema de valor inicial, a > 0

(P)

{
ut +aux +2u = 0, x ∈ R, t > 0
u(x,0) = sen(x), x ∈ R
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Encontramos la curvas características:

dt

ds
= 1, t(0) = 0

dx

ds
= a, x(0) = x0

resolviendo tenemos

t(s) = s, x(s) = as+ x0, s > 0

Por tanto las curvas características parametrizadas son:

x = as+ x0

t = s, s > 0

pudiéndose escribir en la forma

x−at = x0, x0 ∈ R

lo cual significa que las curvas características son rectas en el plano XT .

Ahora resolvemos la ecuación diferencial ordinaria

du

ds
+2u = 0, s > 0

u(0) = sen(x0)

la cual tiene por solución general u(s) =Ce−2s. Verificamos que se cumplan las condicio-

nes iniciales se tiene que

u(s,τ) = e−2ssen(x0)

Regresando a las variables originales tenemos la solución del PVI

u(x, t) = e−2tsen(x−at)

1.0.2 Ejemplo.-

Resolver el problema de valor inicial

(PVI)

{
ut +aux = 0, x ∈ R, t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ R

Resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias

dt

ds
= 1, t(0) = 0

dx

ds
= a, x(0) = x0
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tenemos

t(s) = s, x(s) = as+ x0, s > 0

Por tanto las curvas características son:

x = as+ x0

t = s, s > 0

pudiéndose escribir en la forma

x−at = x0, t ∈ R

Las cuales son rectas paralelas como se ve en la Figura (2.1).

Figura 2.1: Rectas paralelas - líneas características

Ahora debemos resolver la ecuación
du

ds
= 0

u(0) = u0(x0), s > 0

la cual tiene solución u(s,τ) = u(x0).

Regresando a las variables originales x y t, mediante el cambio de variable x−at = x0,
tenemos la solución del P

u(x, t) = u0(x−at), t > 0
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la cual representa una traslación de la onda inicial u0(x). Si a > 0 la onda se desplazada a

la derecha con una velocidad constante a y si a < 0 la onda se traslada a la izquierda con

velocidad constante a.

1.1 Nota.-

La ecuación modelo

ut +aux = 0, x ∈ R, t > 0 (2.10)

es una version simplificada de la ecuación del trasporte, que modela, por ejemplo, la

polución en una área, la dispersion de contaminantes, o incluso el flujo de tráfico, donde u

representa la densidad de la polución (contaminantes o tráfico) en la posición x y tiempo

t.

La ecuación (2.10) puede escribirse en la forma

(1,a)T .∇u = 0 (2.11)

donde ∇ = (
∂
∂ t

,
∂
∂x

).

La ecuación (2.11) dice que la derivada direccional en la dirección del vector v = (1,a)T

(en el plano tx) es cero. Así la solución u(x, t) debe ser constante en esta dirección. En el

plano tx, las rectas paralelas x = at siguen la dirección del vector v. Estas rectas paralelas

x = at son llamadas las características de la ecuación (2.10).

Figura 2.2: A lo largo de las rectas características la solución es la misma
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Ahora, fijamos un punto sobre el eje x, por ejemplo (x0,0). La recta que pasa a través

de este punto, paralela a x = at es dado por x = x0 + at. Desde que nuestra solución es
constante a lo largo de esta recta tenemos

u(x, t) = u(x0 +at, t) = u(x0,0) (2.12)

pero de la condición inicial se tiene

u(x0,0) = u0(x) (2.13)

donde u0 es conocido. Así tenemos que para cualquier (x, t)

u(x, t) = u0(x0) (2.14)

entonces la solución de (2.10) está dada por

u(x, t) = u0(x0) = u0(x−at) (2.15)

La función (2.15), solución de la ecuación (2.10) puede interpretarse de la siguiente
manera:

1. En cualquier tiempo t0 > 0, la solución es una réplica de la condición inicial, pero
desplazada a la derecha si a > 0 y a la izquierda si a < 0, hasta una posición |a|t0

2. La solución en (x, t) depende únicamente del valor ζ = x−at.

3. Las rectas x − at = ζ en el plano (x, t) se llaman características de la ecuación
(2.10).

4. El parámetro a tiene dimensión de distancia dividida por el tiempo, y se llama
velocidad de propagación a la largo de la cartacterística.

5. Si la condición inicial es una onda, la solución expresada en (2.15) dice que en
cualquier tiempo la onda inicial se propaga con velocidad a sin cambiar de forma.

Una generalización del problema hiperbólico es la siguiente

(P)

{
ut +aux +bu = f (x, t), x ∈ R, t > 0
u(x,0) = u0(x), x ∈ R

(2.16)

donde a, b son constantes y f es una función en las variables x y t.
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Basados en la observaciones anteriores, hacemos el cambio de variables
{

τ = t,

ζ = x−at,
ó

{
t = τ,
x = ζ +aτ.

(2.17)

luego definiendo ū(ζ ,τ) = u(x, t), donde (ζ ,τ) y (x, t) están relacionadas por el cambio

de variable definida previamente, entonces la ecuación en (2.16) se transforma en

∂ ū

∂τ
=

∂ t

∂τ
ut +

∂x

∂τ
ux = ut +aux =−bu+ f (ζ +aτ,τ)

es decir
∂ ū

∂τ
=−bū+ f (ζ +aτ,τ)

la cual es una ecuación diferencial ordinaria en τ y cuya solución depende de ζ y es de la

forma
u(x, t) = u0(x−at)e−bτ +

∫ τ

0
f (ζ +as,s)e−b(τ−s)ds, (2.18)

Usando la inversa del cambio de variable se tiene

u(x, t) = u0(x−at)e−bτ +
∫ t

0
f (x−a(t − s),s)+as,s)e−b(τ−s)ds, (2.19)

Notar que u(x, t) depende solamente de los valores de (x1, t1) tal que x−at = x1 −at1, es
decir, la solución depende únicamente de los valores de u y f sobre las características que
pasan por (x, t), para 0 ≤ t1 ≤ t. Este método de solución puede extenderse fácilmente a

ecuaciones no lineales de la forma

ut +aux = f (x, t,u).

El método de las características puede ser útil para interpretar, aunque no expresa
explicítamente la solución del problema no lineal,

ut +g(u)ux = 0

Ya que se puede conocer la solución sobre cada curva particular, pero no en todas al
mismo tiempo, [?].

Ahora presentamos el problema no lineal de valor inicial

(P)

{
ut +g(u)ux = 0, x ∈ R, t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ R
(2.20)
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en donde por analogía con el problema lineal podemos suponer que una onda se empieza

a mover desde x0 con una velocidad de g(u). Entonces, después de t segundos la posición
de la onda x está dada por:

x = x0 +g(u)t

Como la concentración dada por la función u(x, t) permanece constante a lo largo de la
curva característica, podemos escribir

g(u) = g[u(x0,0)]

por lo tanto la curva característica que comienza en (x0,0) tiene por ecuación

x = x0 +g[u(x0,0)]t

Entonces la solución del problema P no lineal está dada por la solución implícita de la
función

u(x, t) = u0(x) = u0(x−g[u(x0,0)]t) (2.21)

Definimos la función auxiliar

φ(x, t,u) = u−u0(x−g[u]t) = 0

la cual involucra la solución u = u(x, t) garantizada por el teorema de la función implícita,
es decir, puede ser reescrita en la forma:

φu(x, t,u) = 1+u′0(x−g[u]t)g′[u]t �= 0 (2.22)

la que es válida para |t| suficientemente pequeño a fin de tener una solución u.

1.0.3 Ejemplo.-

Sea la ecuación
ut +3uux = 0 (2.23)

con condiciones iniciales

u(x,0) =

{
1 , x > 0
0 , x < 0

Las curvas características que comienzan en el punto (x0,0) están dadas por

x = x0 +g[u(x0,0)]t, g(u) = 3u
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luego

para x0 < 0 se tiene las rectas

x = x0 +g[0]t

x = x0

es decir, son rectas verticales.

Para x0 > 0, se tiene las rectas

x = x0 +g[1]t

x = x0 +3t

de donde se obtiene rectas paralelas. La figura (2.1) muestra las rectas verticales y pa-

ralelas. Se observa que la solución u es cero para x < 0 y x < x0 +ξ t, en tanto que para

0< x < x0+ξ t se define una solución que garantice la continuidad. Esta solución se llama

onda de rarefaction.

Figura 2.3: Rectas características de la ecuación de Burger

2.2. Sistemas de ecuaciones hiperbólicas

Una ley de conservación es una ecuación de continuidad que expresa la conservación

de una cierta cantidad dada por ejemplo por la función u, la cual representa la energía,

masa, momento, temperatura, etc.
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Sea Ω ⊂ R. La forma general de un sistema de leyes de conservación en varias varia-

bles es dado por el siguiente sistema

ut +
n

∑
i=1

∂
∂xi

fi(u) = 0 (2.24)

donde

u : Rn ×R
+
0 → R

m; fi : Ω ⊂ R
m → R

m

u se llama el vector de las variables de conservación. La función fi diferenciables es lla-

mada función de flujo, las cuales representan un mecanismo de transporte de la cantidad

u.

2.1 Definición.-

Sean las funciones u : Rn ×R
+
0 → Rm; fi : Ω ⊂ Rm → Rm; i = 1, ...,n donde n es la

dimensión del problema y m indica si el problema es escalar (m = 1 ) o un problema

vectorial ( m > 1 ), entonces la ecuación

ut +
n

∑
i=1

[ fi(u)]xi
= 0 (2.25)

se dice que tiene forma conservativa

En el caso n = 1, el sistema (2.25) toma la forma

ut +[ f (u)]x = 0 (2.26)

donde u : R×R
+
0 → Rm; f : Rm →Rm

Si a la ecuación (2.26) le adicionamos una condición una inicial continua u(x,0) =

u0(x), x ∈ R, el problema es llamado problema de Cauchy o problema de valor inicial.

Este sistema tiene solución suave o clásica si la solución u es por lo menos de clase C1 y

si además la matriz Jacobiana de f , función de flujo, tiene solo valores propios reales y es

diagonalizable para cada valor de u, entonces el sistema (2.25) es hiperbólico.

Ahora damos un ligero vistazo a los sistemas de ecuaciones hiperbólicas en una di-

mensión, aunque la incógnita u es un vector n−dimensional.

De acuerdo a la definición de las ecuaciones hiperbólicas se puede decir que el sistema

ut +Aux = F(x, t) (2.27)

es hiperbólico si la matríz A es diagonalizable, es decir existe una matríz no singular P tal

que PAP−1 = D donde D = diag(a1,a2, . . . ,an).
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Los autovalores de A son las velocidades características del sistema (2.27). Bajo el

cambio de variables w = Pu en el sistema (2.27), tenemos

wt +Dw : x = PF(x, t) = F̃(x, t),

wi
t +aiw

i
x = f̃ i(x, t),

las cuales son de la forma (2.16). Podemos decir que el sistema hiperbólico unidimensio-

nal se reduce a un conjunto de n ecuaciones hiperbólicas independientes.

2.0.1 Ejemplo.-

El sistema {
ut +2ux + vx = 0

vt +ux +2vx = 0

se puede escribir como
(

u

v

)

t

+

(
2 1

1 2

)(
u

v

)

x

= 0.

La matriz

A =

[
2 1

1 2

]

tiene como autovalores las raíces del polinomio

P(λ ) = det(A−λ I) = (λ −2)2 −1

de donde se tiene que las raíces son λ1 = 1, λ2 = 3 y, por lo tanto, el sistema es hiperbólico.

2.3. Derivación de leyes de conservación

Forma diferencial e integral de la ley de conservación

A continuación veremos el problema de la dinámica de gases, derivando la ecuación

para conservación de masa en una dimensión.

Suponga el flujo de un gas a través de un tubo, el cual tiene velocidad constante en

cada sección del tubo. Sea x la distancia a lo largo del tubo, ρ(x, t) la densidad del gas en

cada punto x en el tiempo t.

La masa m del gas en la sección [x1,x2] del tubo es definida por

m =

∫ x2

x1

ρ(x, t)dx (2.28)
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Figura 2.4: Tubo por el cual se transporta gas a velocidad constante

masa en la sección del tubo [x1,x2].

Sea además v(x, t) la velocidad del gas en el punto x en el instante t, entonces la tasa

de flujo o masa de flujo que pasa por este punto se define como

masa de flujo = ρ(x, t)v(x, t) (2.29)

luego, la razón de cambio de masa en [x1,x2] viene dada por la diferencia de flujos en x1

y x2, esto es,
dm

dt
= ρ(x1, t)v(x1, t)−ρ(x2, t)v(x2, t) (2.30)

entonces, de (2.28) tenemos

d

dt

∫ x2

x1

ρ(x, t)dx = ρ(x1, t)v(x1, t)−ρ(x2, t)v(x2, t) (2.31)

la cual es una forma integral de la ley de conservación de masa cuya solución, de ser
hallada, es la solución exacta del problema, que por lo general es difícil resolver.

Otra forma integral de (2.31) es expresar la masa en [x1,x2] en el tiempo t2, (t2 > t1)

en términos de la masa en el tiempo t1, y el flujo total en las fronteras para este período.
Para obtener esta nueva forma integral, basta integrar (2.31) en [t1, t2] dando lugar a la

expresión

∫ x2

x1

ρ(x, t2)dx =
∫ x2

x1

ρ(x, t1)dx+
∫ t2

t1

ρ(x1, t)v(x1, t)dt−
∫ t2

t1

ρ(x2, t)v(x2, t)dt

∫ x2

x1

[ρ(x, t2)−ρ(x, t1)]dt =
∫ t2

t1

ρ(x1, t)v(x1, t)dt−
∫ t2

t1

ρ(x2, t)v(x2, t)dt (2.32)
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Ahora para obtener una forma diferencial de la ley de conservación, asumiremos que

las funciones ρ(x, t) y v(x, t) son diferenciables. Entonces, la variación de la densidad en
el intervalo de tiempo [t1, t2] está dada por

ρ(x, t2)−ρ(x, t1) =
∫ t2

t1

∂
∂ t

ρ(x, t)dt (2.33)

y la variación del flujo de masa en el intervalo [x1,x2] es

ρ(x2, t)v(x2, t)−ρ(x1, t)v(x1, t) =

∫ x2

x1

∂
∂x

(ρ(x, t)v(x, t))dx

Por otro lado de la expresión (2.32) tenemos
∫ x2

x1

[ρ(x, t2)−ρ(x, t1)]dx =−
∫ t2

t1

[ρ(x2, t)v(x2, t)−ρ(x1, t)v(x1, t)]dx

Utilizando (2.33) se tiene:

∫ x2

x1

∫ t2

t1

∂
∂ t

ρ(x, t)dtdx =−
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂
∂x

(ρ(x, t)v(x, t))dxdt

intercambiando variables de integración en la primera integral

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂
∂ t

ρ(x, t)dxdt =−
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂
∂x

(ρ(x, t)v(x, t))dxdt

factorizando ∫ t2

t1

∫ x2

x1

[
∂
∂ t

ρ(x, t)+
∂
∂x

ρ(x, t)v(x, t)]dxdt = 0

Esta última ecuación es válida para cualquier sección [x1,x2] sobre el intervalo de tiempo
[t1, t2] y en consecuencia se tiene

∂
∂ t

ρ(x, t)+
∂
∂x

ρ(x, t)v(x, t) = 0 (2.34)

la cual es la forma diferencial de la ley de conservación de la masa en dinámica de

gases.
La ley de conservación (2.34) puede solucionarse aisladamente si la velocidad v(x, t)

es conocida apriori o es conocida como función de ρ(x, t). Si esto sucede, entonces ρv es
una función de ρ solamente y podemos escribir f (ρ) = ρv. Luego, la ecuación (2.34) se
convierte en una ley de conservación escalar de la forma

∂
∂ t

ρ(x, t)+
∂
∂x

f (ρ(x, t)) = 0 (2.35)

95

Derivación de leyes de conservación



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

97

4 Leyes de conservación escalar

La ecuación (2.34) es resuelta con las ecuaciones de conservación de momento y

energía dadas por

[ρ(x, t)v(x, t)]t +[ρ(x, t)v2(x, t)+P(x, t)]x = 0 (2.36)

Et +[v(E +P)x] = 0 (2.37)

Entonces se forma un sistema de ecuaciones de conservación llamadas ecuaciones de

Euler para la dinámica de gases.

Si introducimos el vector u ∈ R
3 definido por

u(x, t) =




ρ(x, t)
ρ(x, t)v(x, t)

E(x, t)




entonces el sistema de ecuaciones (2.34), (2.36) y (2.37) puede ser escrito como

ut +[ f (u)]x = 0 (2.38)

donde

f (u) =




ρv

ρv2 +P

v(E +P)




donde ρ : densidad, v : velocidad, E : energía y P : presión.

La forma (2.38) es la forma diferencial de la ley de conservación.

2.4. Leyes de conservación escalar

Ecuación lineal de convección o advection

Asuma que la velocidad es constante a en la ecuación (2.34), entonces con una varia-

ble arbitraria u en lugar de ρ se tiene

ut +aux = 0 (2.39)

Esta ecuación conservativa lineal es conocida como la ecuación de advection o primera

forma de la ecuación de la onda, la cual es resuelta con el dato inicial

u(x,0) = u0(x), x ∈ R, t > 0 (2.40)

Las ecuaciones (2.39) y (2.40) forman un problema de Cauchy cuya solución se encuentra

por traslación de la condición inicial u0(x), esto es,

u(x, t) = u0(x−at)

96

Leyes de conservación escalar



Luis Lara - Zenner Chávez - José Castañeda

98

4 Leyes de conservación escalar

que se traslada a lo largo de las rectas características x−at = x0 con x′(t) = a y x(0) = x0.

Hay que notar que si u0 ∈ C1, entonces u ∈ C1 y que las rectas características no se

cruzan.

Teorema 1

Sea u una solución suave del sistema (2.39) y (2.40), entonces esta solución perma-

nece constante a lo largo de las curvas características.

Prueba. Si derivamos la solución u(x, t) a lo largo de una de las curvas características,

encontramos la razón de cambio de u,

d

dt
u(x(t), t) =

∂
∂ t

u(x(t), t)+
∂
∂x

u(x(t), t) x′(t)

= ut +aux

= 0

Entonces, confirmamos que u es constante a lo largo de la curvas características cuando u

es suave.

Si la velocidad depende de la variable x, es decir, a(x), una función suave. Luego la

ecuación (2.34) tiene la forma

ut +(a(x)u)x = 0

que es una ecuación de convection, la cual se puede escribir en la forma

ut +a(x)ux +a′(x)u = 0 (2.41)

En este caso, las curvas características son la solución de la ecuación diferencial ordinaria

x′(t) = a(x(t))

x(0) = x0

Luego, la solución u(x, t) no es constante a lo largo de estas curvas, pues

d

dt
u(x(t), t)) =−a′(x(t))u(x(t), t) �= 0

Dominio de dependencia. Si consideramos el problema de valor inicial (2.39) -

(2.40). La solución en el punto (x, t) depende del valor de u0 en el punto x0, donde

x0 = x−at. El punto x0 es llamado dominio de dependencia del punto (x, t). El dominio

de dependencia del punto (x, t) es el conjunto de todos los puntos en el cual la solución

del problema de valor inicial (2.39) - (2.40) en el punto (x, t) está dependiendo.
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4.1. Condiciones de contorno en la ecuación de convection

Si consideramos una ecuación diferencial definida sobre un intervalo finito en lugar
de la recta real, entonces estamos frente a un problema que necesita imponer algunas

condiciones concretas en los extremos del intervalo. La mayoría de las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales están definidas en dominios con frontera. Las condiciones que
relacionan la solución de la ecuación diferencial con los datos de frontera lo llamamos,

condiciones de contorno.
El problema de determinar una solución para la ecuación diferencial con condición

inicial y condición de contorno se llama problema de valor inicial y de contorno.
La discusión de problemas de valores de contorno sirve para ilustrar de nuevo la im-

portancia del concepto de características, por ejemplo si consideramos el problema

(PVIC)





ut +aux = 0, 0 < x < 1, t > 0
u(x,0) = u0(x), −∞ < x < ∞.

u(0, t) = g(x, t), t ≥ 0, 0 < x < 1.

(2.42)

Si a > 0, las rectas características en el dominio de definición se propaga de izquierda
a derecha según la figura (2.5). Examinando la misma vemos que es suficiente que se

especifique los datos iniciales y los valores en el extremo x = 0 para tener la solución en
cada tiempo t > 0. Mas aún no es necesario tener datos en el otro extremo x = 1, lo cual

convertirá al problema en sobredeterminado.

(a) a > 0 (b) a < 0

Figura 2.5: Líneas rectas caracterísitcas

Por ejemplo, consideremos la condición inicial u(x,0) = u0(x) y la condición de con-
torno u(0, t) = g(t), la solución del problema se puede escribir en la forma

u(x, t) =

�
u0(x−at) , si x−at > 0

g(t −a−1x) , x−at < 0
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A lo largo de la caraterística x − at = 0 existirá un salto de discontinuidad en u si

u0(0) = g(0).

Si a < 0 el rol de las fronteras son intercambiados, figura 2.5.

2.5. Esquemas de diferencias finitas

Empezamos nuestra discusión de los esquemas de diferencias finitas definiendo una

malla de puntos en el plano (x, t). Sean h y k números positivos; entonces la malla serán

los puntos (xm, tn) = (mh,nk) para enteros arbitrarios n y m. Para una función v definida

sobre la malla escribimos vn
m para el valor de v en el punto de la malla (xm, tn). Usamos la

notación un
m = u(xm, tn) cuando u es una función continua en (x, t). El conjunto de puntos

(xm, tn) para un valor fijo de n es llamado nivel de malla n. Estamos interesados en mallas

con valores pequeños de h y k 1

La idea básica de los esquemas de diferencias finitas es reemplazar las derivadas por

diferencias finitas. Esto puede ser hecho en muchas formas, por ejemplo

∂u

∂ t
(xm, tn)≈

u(xm, tn+ k)−u(xm, tn)

k

o
∂u

∂ t
(xm, tn)≈

u(xm, tn+ k)−u(xm, tn− k)

2k

Fórmulas similares se obtienen para aproximar la derivada con respecto a x.

Usando estas aproximaciones obtenemos los siguientes esquemas de diferencias fini-

tas para la ecuación de (2.39). Otros esquemas se presentarán más adelante.

1En muchos libros h y k son representados por ∆x y ∆t respectivamente
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Esquemas explícitos

U pwind hacia delante, a < 0

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn
j+1 − vn

j

h
= 0 (2.43)

U pwind hacia atras, a > 0

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn
j − vn

j−1

h
= 0 (2.44)

Leap f rog

vn+1
j − vn−1

j

2k
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2h
= 0 (2.45)

Forward− time central− space

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2h
= 0 (2.46)

Lax−Friedrichs

vn+1
j − 1

2(v
n
j+1 + vn

j−1)

k
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2h
= 0 (2.47)

Lax−Wendro f f

vn+1
j − vn

j

h
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2h
−a2 k

2

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

h2 = 0 (2.48)

Esquemas implícitos

Backward− time central− space

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn+1
j+1 − vn+1

j−1

2h
= 0 (2.49)

Backward− time Backward− space

vn+1
j − vn

j

k
+a

vn+1
j − vn+1

j−1

2h
= 0 (2.50)

Crank−Nicolson

vn+1
j − vn

j

k
+

a

2
(
vn+1

j+1 − vn+1
j−1

2h
+

vn
j+1 − vn

j−1

2h
) = 0 (2.51)

Cada uno de los seis esquemas (2.43) y (2.48) puede ser escrito como una combinación

lineal vn+1
j de los valores de v en los niveles n y n− 1. Por ejemplo, el esquema (2.43)

puede ser escrito como

vn+1
j = (1+Cr)v

n
j −Crv

n
j+1 (2.52)

donde Cr = a
k

h
. La constante Cr aparecerá muchas veces en el estudio de esquemas para

ecuaciones hiperbólicas y será siempre igual a a
k

h
. Aquellos esquemas que involucran
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v en solo dos niveles, por ejemplo, n+ 1 y n son llamados esquemas de un paso. Los

esquemas de dos niveles que listamos antes, todos excepto el esquema de Leapfrog (2.45)

son esquemas de un paso.

Para un esquema de multipaso no es suficiente especificar los valores de v0
j para de-

terminar vn
j para todos los valores positivos de n. Para especificar completamente el sig-

nificado de la solución computalizada en un esquema de multipaso debemos de uno u

otro modo especificar v sobre algunos niveles de tiempo, así que el esquema puede ser

empleado para especificar un procedimiento computalizado los valores de v sobre estos

niveles iniciales. Por ejemplo, para usar el esquema de Leapfrog podemos especificar los

valores de v0
j y v1

j para todo j, o podemos especificar algún esquema para calcular los

valores de v1
j de los valores de v0

j . En cualquier caso, el esquema Leapfrog debe ser usado

para calcular vn
j ,n > 1.

Cuando nos referimos al esquema de Leapfrog no siempre hacemos distinción entre

los dos tiempos iniciales de cálculo. Muchas de las propiedades del esquema de Leapfrog

son independientes del método usado para inicializar la solución. Es de práctica usar un

esquema de un paso para inicializar el esquema.

Para tener un panorama de los tópicos que seguiremos discutiendo, hagamos un co-

mentario de los resultados obtenidos con los esquemas propuestos anteriormente. Para

ello consideremos el PVI, donde 0 < x < 2π , t > 0 teniendo como condición inicial la

función 2π-periódica seccionalmente continua

u0(x) =





0, 0 ≤ x < 2π
3 ,

1, 2π
3 ≤ x ≤ 4π

3 ,

0, 4π
3 < x ≤ 2π ,

(2.53)

A continuación se muestra una sección de pseudocódigo, la cual nos permitirá observar el

comportamiento del periodo principal de esta función considerado como una onda. Para

ello elegimos el esquema de Lax-Friedrichs, los demás tienen similar estructura




do n = 0,Nmax

do j =−19,29

v j,n+1 ←− 0.5
�
v j+1,n + v j−1,n

�
−Cr 0.5

�
v j+1,n − v j−1,n

�

end do

end do

(2.54)

Como sabemos la solución de este problema está dada por u(x, t) = u0(x−at) y es cons-

tante a lo largo de las características x− at = cte. En las figuras siguientes presentamos

las soluciónes numéricas que son aproximaciones de la solución del problema (2.53), con

a = 1, h = 2π/240, k = 2h/3 en t = 500k y en t = 1000k.
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0 2 4 6 8 10 12 14
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
upwind

 n=500,                n=1000

Figura 2.6: Upwind
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Figura 2.7: Leapfrog
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Figura 2.8: Lax -Wendroff
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Figura 2.9: Lax-Friedrichs

En las figuras (2.6) - (2.9) la solución exacta de la ecuación diferencial está dada por
la linea punteada y la solución numérica para el esquema respectivo está dada por la linea
continua en cada caso.

En las figuras podemos observar que los esquemas de diferencias calculan la solución
adecuadamente lejos de las discontinuidades, pero cerca de estas no se muestra una buena

aproximación a la solución.
Observar que el esquema Leapfrog genera muchas oscilaciones cerca de las disconti-

nuidades. El método Lax-Wendroff tiene sobreoscilaciones y suboscilaciones cerca de las
discontinuidades, pero no se propagan inmediatamente. Los métodos de Lax-Friedrichs y

Upwind no tienen suboscilaciones ni sobreoscilaciones, sin embargo cerca de las discon-
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tinuidades se separan mucho de la soluación exacta, podríamos decir que sus discontinui-

dades ocupan regiones más extensas.

Para tiempos bajos (primeros niveles de t) la solución tiene un comportamiento acep-

table, pero a medida que t crece la separación de la solución exacta es más acentuada,

especialmente en los esquemas Upwind y Lax-Fredrichs, porque estos esquemas de dife-

rencias incorporan algunas propiedades que el problema original no lo tiene, como es el

caso de la disipación numérica.

5.1. La condición de Courant-Friedrichs-Lewy CFL

El número de Courant se define por Cr = aλ , donde λ =
k

h
. El comportamiento de este

número es muy importante, porque de él depende la estabilidad del esquema de diferen-

cias finitas; ya que una condición sobre este número da argumentos sobre la propagación

de la información.

La interpretación de este número se puede expresar en la forma

Cr =
a
1
λ
=

a
∆x
∆t

=
velocidad de propagación de la solución analítca
velocidad de propagación de la solución numérica

. (2.55)

esto quiere decir que la velocidad de propagación de la solución analítica es acotada por

la velocidad de la solución numérica.

Veremos que una condición sobre Cr es una condición necesaria para la estabilidad

de los esquemas explícitos. Esta condición llamada la condición de Courant-Friedrichs-

Lewy (CFL).

2.6. Estabilidad para esquemas de diferencias explícitos

6.1. Esquema forward-time central-space FTCS

El correspondiente esquema de diferencias finitasFTCS representa a la ecuación de

convección por
vn+1

j − vn
j

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= 0. (2.56)

El esquema (2.56) puede ser escrito como

vn+1
j = vn

j −0.5Cr(v
n
j+1 − vn

j−1)

= Qvn
j (2.57)
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donde Q = I−0,5Cr(S+−S−), el cual es consistente con la ecuación ut +aux = 0 con un

error de truncamiento O(∆t,(∆x)2).

En (2.57), Cr es llamado el número de Courant y es definido por

Cr = a
∆t

∆x
. (2.58)

Aplicamos el análisis de estabilidad de von Neumann a (2.57), genera el factor de ampli-

ficación g el cual se obtiene reemplazando vn
j por gnei jθ , j = 1,2, ...,N−1; n = 0,1,2, ...

en (2.57):

g = 1−0.5Cr (eiθ − e−iθ ) (2.59)

= 1− iCrsenθ

de donde se obtiene que

|g|2 = 1+Cr2sen2θ

obviamente, |g|2 ≥ 1 para todo θ ∈ R, así que el esquema (2.56) incondicionalmente

inestable. En la figura (2.28) se muestra la gráfica de g en el plano complejo C que co-

rresponde a una recta vertical que pasa por el punto x = 1.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

eje x

e
je

 y

factor amplificacion, ftcs, g=1−iCr*sin(t)

region estabilidad

region inestabilidad

imaginario

real

g=1−iCr sen(theta)

Figura 2.10: Factor amplificación FTCS

2

Debido a la carencia de estabilidad del esquema de diferencias FTCS, es que no es

muy usado para problema de convección pura, pero si va acompañado de difusión se usa

siempre con mucho cuidado.

2Es posible hacer una análisis de estabilidad definiendo la función cuadrática en función de senθ .
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6.2. Esquema Upwind

Upwind hacia atrás

Un esquema alternativo es obtenido introduciendo el operador de diferencia regresiva
para ux asumiendo que a es positivo. Así, de convección puede ser escrito como

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j − vn

j−1

∆x
= 0 (2.60)

puede ser escrito en forma de algoritmo

vn+1
j = (1−Cr)v

n
j +Crv

n
j−1

= Qvn
j (2.61)

donde Q = (1−Cr)I +CrS− es el operador de diferencias, el cual es consistente con la
ecuación ut +aux = 0 con un orden de truncamiento O(∆t,∆x).

Para hacer un análisis de estabilidad usamos el criterio de Von Neumann que consiste
en sustituir vn

j por gnei jθ en (2.61)

g = 1−Cr (1− e−iθ)

= (1−Cr)+Cr e−iθ

= 1−Cr(1− cosθ)− iCrsenθ .

entonces tenemos el factor de amplificación

g = 1−Cr(1− cosθ)− iCrsenθ
= (1−Cr)+Cre

−iθ (2.62)

cuya gráfica es una circunferencia con centro en el punto (1−Cr,0) y radio Cr para θ ∈R.

Ahora para tener una idea gráfica del comportamiento del factor de amplificación
complejo (2.62) lo parametrizamos en la forma

{
x = 1− (1− cosθ)Cr

y =−Cr sen θ

donde θ ∈ [0,2π ].
Graficando tenemos una circunferencia con centro en (1−Cr,0) y de radio Cr de la

forma
(x− (1−Cr))2

Cr2 +
y2

Cr2 = 1 (2.63)
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Figura 2.11: Factor amplificación Upwind

Soluciones estables son obtenidas si

Cr = a
∆t

∆x
≤ 1. (2.64)

La desigualdad Cr ≤ 1 es la condición de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).

La figura (2.11) muestra que para Cr = 0.5 la circunferencia que se genera se encuentra
contenida dentro de la región de estabilidad dada por la circunferencia |g|2 = 1. Para
Cr = 1.5 la circunferencia generada sale fuera de la región de estabilidad, representando

inestabilidad del esquema para este caso. En este caso decimos que el esquema Upwind
es condicionalmente estable.

Upwind hacia delante

Si introducimos el operador de diferencia progresiva para ux y asumiendo que a es
negativo, entonces ut +aux = 0. Puede ser escrito como

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j

∆x
= 0 (2.65)

el cual en forma explícita puede ser escrito como

vn+1
j = (1−Cr)v

n
j +Crv

n
j+1

= Qvn
j (2.66)

donde Q = (1−Cr)I +CrS+.
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Aplicando el análisis de estabilidad de von Neumann a (2.66) obtenemos el factor de

amplificación

g = 1−Cr(1− cosθ)+ iCrsenθ
= (1−Cr)+Cre

iθ

cuya gráfica es una circunferencia con centro en el punto (1−Cr,0) y radio Cr para θ ∈R.

De donde se tiene que las condiciones de estabilidad son las mismas que para el es-

quema Upwind hacia atrás.

6.3. Esquemas Leapfrog

Ahora damos el esquema de Leapfrog para la ecuación de convection ut +aux = 0

vn+1
j − vn−1

j

2∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= 0, (2.67)

el cual en forma explícita se escribe como

vn+1
j = vn−1

j −Cr(v
n
j+1 − vn

j−1)

= vn−1
j +Qvn

j (2.68)

donde Q =−Cr(S+−S−)
La ecuación (2.68) es consistente con ut +aux = 0 con un error de truncamiento

O((∆t)2,(∆x)2) y si aplicamos el análisis de estabilidad de von Neumann en (2.68) halla-

mos el factor de amplificación

g = g−1 −Cr (eiθ − e−iθ )

= g−1 −2 iCr senθ (2.69)

multiplicando (2.69) por g obtenemos una ecuación polinomial de segundo grado en la

variable g

g2 + iCr senθ g−1 = 0 (2.70)

cuya solución es

g =±
√

(1−C2
r sen2 θ)− iCrsenθ , (2.71)

Se nota que si Cr ≤ 1 la curva se encuentra dentro de la región de estabilidad y si Cr > 1

la curva sale de la region de estabilidad, en estas condiciones se dice el que el esquema es

neutralmente estable.
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Considerando que el esquema Leapfrog es un esquema de multipaso es posible reali-

zar un análisis de estabilidad en la siguiente forma.
En el espacio de frecuencias después de aplicar la transformada de Fourier, el esquema

Leapfrog es posible escribirlo en la forma:

v̂n+1 = v̂n−1 −Cr (2 i senθ )v̂n
j (2.72)

si A =−2 iCr senθ , entonces
v̂n+1 = Av̂n

j + v̂n−1
j (2.73)

Usando la siguiente identidad
v̂n = v̂n +(0) v̂n−1 (2.74)

Colocando (2.72) y (2.73) en forma matricial se tiene
(

v̂n+1

v̂n

)
=

(
A 1
1 0

)(
vn

j

vn−1
j

)

Ahora el factor de amplificación del nuevo sistema es la matriz

G =

(
A 1
1 0

)
(2.75)

Para propósitos de estabilidad, los autovalores de G deben satisfacer la condición |λ |< 1.
Entonces hallamos los autovalores de G utilizando el polinomio característico

P(λ ) = det(G−λ I)

de donde se tiene que

λ 2 −Aλ − I = 0

Aplicando la fórmula cuadrática y reemplazando el valor de A obtenemos los autovalores

λ1,2 =−Cr senθ i±
√

1−C2
r sen2θ (2.76)

que son los mismos valores encontrados para el factor de amplificación g dado en (2.71).

Vamos a analizar dos casos
Caso 1. Si 1−C2

r sen2θ ≥ 0 el cual se obtiene para Cr < 1. Entonces podemos hallar
el módulo al cuadrado de λ1,2:

|λ1,2|2 = 1

obteniendo la condición de estabilidad neutral.
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Caso 2. Si 1−C2
r sen2θ < 0, entonces

λ1,2 = −Cr senθ i± i

√
C2

r sen2θ −1

= i (−Cr senθ ±
√

C2
r sen2θ −1)

elevando al cuadrado

|λ1,2|2 = 2C2
r sen2θ ±2Cr senθ

√
C2

r sen2θ −1−1 (2.77)

La condición de estabilidad requiere que

|λ1,2|2 ≤ 1 (2.78)

o lo que es lo mismo

C2
r sen2θ ±Cr senθ

√
C2

r sen2θ −1 < 1 (2.79)

cuando usamos el signo + tenemos

C2
r sen2θ +Cr senθ

√
C2

r sen2θ −1 < 1 (2.80)

lo cual nunca es satisfecho puesto que C2
r sen2θ > 1

6.3.1 Ejemplo.-

Aplicando el análisis de estabilidad de un sistema de ecuaciones

∂u

∂ t
+a2

∂v

∂x
= 0

∂v

∂ t
+b1

∂u

∂x
= 0

Expresando el conjunto de ecuaciones como un vector, obtenemos

Φ =

[
u

v

]
, A =

[
0 a2

b1 0

]

Entonces, tenemos
∂Φ
∂ t

+[A]
∂Φ
∂x

= 0 (2.81)

Discretizando la ecuación (2.81) por el método de Upwind

Φn+1
j −Φn

j

∆t
+[A]

Φn
j −Φn

j−1

∆x
(2.82)
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Escribiendo en forma de algoritmo

Φn+1
j = Φn

j − [A]
∆t

∆x
(Φn

j −Φn
j−1) (2.83)

Aplicando el criterio de estabilidad de von Neumann llegamos a

G = I − [A]
∆t

∆x
(1− ei θ ) (2.84)

Para asegurar la estabilidad se requiere que

|λ Gmax| ≤ 1

o equivalentemente

|λmax
∆t

∆x
| ≤ 1

donde λmax es el máximo de los autovalores de la matriz [A]

En el esquema Upwind, los autovalores de A se obtienen resolviendo la ecuación |A−
λ I|= 0, llegándose a determinar λ1,2 =

√
b1 a2. Por lo tanto, la condición de estabilidad

requiere que

|
√

b1 a2
∆t

∆x
| ≤ 1 (2.85)

g± =−iCr senθ ±
√

1−C2
r sen2θ (2.86)

Vamos analizar dos casos

Caso 1. Si 1 −C2
r sen2θ ≥ 0 ó Cr ≤ 1 entonces podemos elevar al cuadrado g± y

obtenemos

|g±|2 = 1

Caso 2. Si 1−C2
r sen2θ < 0, ó Cr > 1 entonces

g± = −Cr senθ i± i

√
C2

r sen2θ −1

= i (−Cr senθ ±
√

C2
r sen2θ −1)

elevando al cuadrado

|g±|2 = 2C2
r sen2θ ±2Cr senθ

√
C2

r sen2θ −1−1

La condición de estabilidad requiere que

|g±|2 ≤ 1
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o lo que es lo mismo

C2
r sen2θ ±Cr senθ

√
C2

r sen2θ −1 < 1

cuando usamos el signo + tenemos

C2
r sen2θ +Cr senθ

√
C2

r sen2θ −1 < 1 (2.87)

lo cual nunca es satisfecho puesto que C2
r sen2θ > 1 si arcsen(−π/2)≤ θ ≤ arcsen(−1/Cr)

y arcsen(1/Cr) ≤ θ ≤ arcsen(π/2)). Por lo tanto, concluimos que el esquema Leapfrog

es inestable para cualquier número de Courant Cr como se observa en la figura (2.13).

Para graficar el factor de amplificación (2.86) podemos parametrizarlo en la forma
{

x =±
√

1−C2
r sen2θ

y =−Crsenθ

para todo θ ∈ [0,2π ]. Elevando al cuadrado y sumando obtenemos

x2 + y2 = 1

lo cual representa una circunferencia de centro en el origen y radio uno que coincide con

el límite de la región de estabilidad como se muestra en la figura (2.12).

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−1.5
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−0.5

0

0.5
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1.5
Leapfrog

g−
g+

x

y

Figura 2.12: Leapfrog, Cr ≤ 1
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Leapfrog

Cr=1.5

x

y

|g| = 1

Figura 2.13: Leapfrog, Cr > 1

6.4. Esquema Lax-Wendroff

El esquema Lax-Wendroff es un algoritmo muy popular para resolver ecuaciones que

gobiernan flujos comprensibles no viscosos.
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Una representación en diferencias finitas para la ecuación de convección ut +aux = 0

es derivada del desarrollo de la serie de Taylor de la variable dependiente como sigue

un+1
j = un

j +∆t
∂u

∂ t
+

(∆t)2

2!
∂ 2u

∂ t2 +O(∆t)3

Ahora considere la ecuación modelo ut +aux = 0

∂u

∂ t
=−a

∂u

∂x

Tomando la derivada en el tiempo

∂ 2u

∂ t2 =−a
∂
∂ t

(
∂u

∂x
) =−a

∂
∂x

(
∂u

∂ t
) = a2 ∂ 2u

∂x2

sustituyendo en un+1
j tenemos

un+1
j = un

j +(−a
∂u

∂x
)△t +

(△t)2

2
(a2 ∂ 2u

∂x2 )+O(∆t3)

Usando diferencias centrales de segundo orden para la derivada espacial

un+1
j = un

j −a△t(
un

j+1−un
j−1

2△x
)+

1
2

a2(△t)2(
un

j+1 −2un
j + vn

j−1

(△x)2 )

+ O(∆t∆x2)+O(∆t2∆x2)+O(∆t3)

lo cual se puede expresar en la variable v en el nodo ( j,n)

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
−a2 ∆t

2

(
vn

j+1 −2vn
j + vn

j−1

∆x2

)
= 0 (2.88)

Esta formulación es conocida como el esquema Lax-Wendroff en su versión explícita, el

cual se puede escribir en función del número de Courant Cr como

vn+1
j = vn

j −0.5Cr(v
n
j+1 − vn

j−1)+0.5C2
r (v

n
j+1 −2vn

j + vn
j−1). (2.89)

Haciendo el análisis de consistencia al esquema Lax Wendroff se llega a determinar que
tiene un error de truncamiento O(∆t)2+O(∆x)2.

Para analizar la estabilidad del esquema aplicamos el análisis de von Neumann a la
ecuación (2.89)

g = 1−0.5Cr (eiθ − e−iθ )+0.5Cr2 (eiθ + e−iθ −2)

= 1− iCr senθ +Cr2 (cosθ −1)

= 1− iCr senθ −2Cr2sen2 θ
2
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Así tenemos el factor de amplificación

g = 1−2Cr2sen2 θ
2
− iCr senθ (2.90)

cuyo módulo está dado por

|g|2 = 1+4Cr4 (Cr2 −1) sen4 θ
2

(2.91)

Por lo tanto |g|2 ≤ 1 si Cr ≤ 1.
Para visualizar el comportamiento del factor de amplificación (2.90) lo parametriza-

mos en la forma {
x = 1−2Crsen2 θ

2

y =−Crsenθ

para todo θ ∈ [0,2π ]

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−2

−1.5
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−0.5
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0.5
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eje x

e
je

 y

Factor amplificacion, Lax−Wendroff

Cr=1.2

Cr=0.8 Cr=0.5

|g|= 1

real

imaginario

Figura 2.14: Factor Lax-Wendroff

6.5. Esquema Lax-Friedrichs

El esquema Lax-Friedrichs puede ser escrito como

vn+1
j −0.5(vn

j+1 + vn
j−1)

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= 0 (2.92)

y en forma de algoritmo

vn+1
j = 0.5(vn

j+1 + vn
j−1)−0.5Cr(v

n
j+1 − vn

j−1). (2.93)
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Haciendo un análisis de consistencia se demuestra que el esquema (2.93) es consistente

con ut +aux = 0 con un orden de truncamiento O(∆t)+O(∆x2).

Aplicando el análisis de estabilidad de von Neumann a (2.93) se llega a determinar el

factor de amplificación

g = cosθ − iCrsenθ (2.94)

tal que |g|2 = cos2 θ +C2
r sen2θ < 1 si Cr ≤ 1.

Para visualizar los valores de (2.94) lo expresamos en forma paramétrica como
{

x = cosθ
y =−Crsenθ

para todo θ ∈ [0,2π ], cuya gráfica se muestra en la figura (2.15) para los números de

Courant Cr= 0.5, 0.8 y 1.5

2.7. Esquemas implícitos

7.1. Esquema BTCS

Presentamos un esquema implícito para la ecuación de convección ut +aux = 0.

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn+1
j+1 − vn+1

j−1

2∆x
= 0 (2.95)

el cual como algoritmo se puede escribir

aCrv
n+1
j−1 + vn+1

j −aCrv
n+1
j+1 = vn

j (2.96)

Haciendo un análisis de consistencia puntual llegamos a determinar

Lφ |nj −Ln
jφ → 0, ∆x,∆t → 0 (2.97)

con un orden de precisión O(∆t)+O(∆x2).

Aplicamos el análisis de estabilidad de von Neumann para determinar el factor de

amplificación y establecer condiciones necesarias para la estabilidad. Esto es

1 = g−1 +
1
2

Cr(e
iθ − eiθ ) (2.98)

obteniendo el factor de amplificación

g =
1

1− iCrsenθ
(2.99)

donde

|g|2 = 1
1+C2

r senθ
(2.100)

Así que la condición de estabilidad |g|2 ≤ 1 se cumple para todo número de Courant Cr.

114

Esquemas implícitos



Luis Lara - Zenner Chávez - José Castañeda

116

7 Esquemas implícitos

7.2. Esquema Crank-Nicolson

El esquema Crank-Nicolson es muy efectivo cuando lo aplicamos a la ecuación de
difusión unidimensional. En esta sección daremos el esquema Crank-Nicolson para la

ecuación de convección ut +aux = 0.
El esquema de diferencias finitas Crank-Nicolson puede ser escrito

vn+1
j − vn

j

∆t
+a(0.5Lxvn

j +0.5Lxvn+1
j ) = 0 (2.101)

donde Lxv j = (v j+1 − v j−1)/(2∆x). La ecuación (2.101) produce el siguiente algoritmo
tridiagonal

−0.25Crv
n+1
j−1 + vn+1

j +0.25Crv
n+1
j+1 = 0.25Cr vn

j−1 + vn
j −0.25Cr vn

j+1 (2.102)

el cual puede ser solucionado eficientemente usando eliminación gaussiana y descompo-

sición LU.
El esquema de Crank-Nicolson (2.102) es consistente con ut +aux = 0 con un error

de truncamiento O(∆t)2+O(∆x)2.
Ahora aplicamos el análisis de estabilidad de von Neumann a (2.102)

0.25Cr g(−e−iθ + eiθ )+g = 0.25Cr (e−iθ − eiθ )+1

0.25 gCr(2isenθ)+g = 1−0.25Cr (2isenθ)
g (i 0.5Cr senθ +1) = 1− i 0.5Cr senθ

entonces, el factor de amplificación es

g =
1− i0.5Crsenθ
1+ i0.5Crsenθ

(2.103)

Si hacemos A = 0.5Cr senθ , tenemos

g =
1− iA

1+ iA

=
1−A2

1+A2 + i
−2A

1+A2

Entonces, el módulo de g es

|g|2 = (
1−A2

1+A2 )
2 +(

−2A

1+A2 )
2

=
1+2A2 +A4

(1+A2)2

= 1
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Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable y por el teore-

ma de Lax es convergente de orden (O(∆t)2,O(∆x)2).
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Figura 2.15: Factor Lax-Friedrichs
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Figura 2.16: Factor Crank-Nicolson

La figura (2.16) muestra los valores del factor de amplificación para Cr = 1.0 en la

que se observa que todos los valores son iguales a 1. Resultados similares se obtienen

para diferentes números de Courant mayores o menores que uno.

La importancia de los conceptos de consistencia y estabilidad se ven en el teorema de

equivalencia de Lax-Richtmyer, el cual es el teorema fundamental en la teoría de esque-

mas de diferencias finitas para problemas de valor inicial.

Teorema 2

Un esquema de diferencias finitas consiste en una ecuación diferencial parcial para

el cual el problema de valor inicial es bien puesto es convergente si y solo si es

estable.

2.8. Resultados numéricos

En esta sección presentamos los esquemas de diferencias finitas para el problema

de convección unidimensional analizado en su estabilidad y consistencia en la sección

anterior. De igual forma al problema de difusión hacemos un estudio comparativo de los

esquemas, resolviendo el mismo problema bajo condiciones similares y dependencia de

los parámetros.
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8.0.1 Ejemplo.-

Consideremos el problema siguiente

ut +aux = 0, −∞ < x < ∞, t > 0

con condición inicial

u(x,0) = f (x) =

{
1 , 0.05 ≤ x ≤ 0.15

0 , en otro lugar.

cuya solución exacta está dada por

u(x, t) = f (x−at) (2.104)

donde la constante a será igual a 1. El rango para la variable x será −1 < x < 2 y el

espaciamiento en la malla para la variable x es ∆x = 0.01.

Las figuras (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) describen los resultados para los pasos

n = 50, 100 y 150, y para Cr = 0.5 para los esquemas Lax-Wendroff, Upwind, Leapfrog,

Lax-Friedrichs, donde las soluciones aproximadas son representadas por líneas punteadas

y la solución exacta es representada por líneas continuas. En la figura (2.17) se muestra

que el esquema de segundo orden dispersivo Lax-Wendroff tiene oscilaciones cerca de

las discontinuidades, pero no se propagan inmediatamente. En la figura (2.18) se mues-

tra el esquema de primer orden disipativo Upwind, donde la curva de aproximación se

ajusta más a la curva exacta, no presenta oscilaciones de ningún tipo, cerca de las dis-

continuidades se separa mucho de la solución exacta. En la Figura (2.19) se muestra que

el esquema de segundo orden dispersivo tiene oscilaciones cerca de las discontinuidades

que se propagan muy rápido en los primeros niveles de tiempo.
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Figura 2.17: Esquema Lax-Wendroff, Cr = 0.5, n=50, 100, 150
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Figura 2.18: Esquema Upwind, Cr = 0.5, n=50, 100, 150
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Figura 2.19: Esquema Leapfrog, Cr = 0.5, n=50, 100, 150
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Figura 2.20: Esquema Lax-Friedrichs, Cr = 0.5, n=50, 100, 150

8.0.2 Ejemplo.-

Consideremos la propagación de una onda sinusoidal. Así ut +aux = 0 es resuelta sujeta
condición inicial

u(x,0) =

�
sen(10πx) , 0 ≤ x ≤ 0.1

0 , 0.1 < x ≤ 1.0

con condiciones de frontera

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0.

La solución exacta está dada por

u(x, t) =





0 , 0 ≤ x ≤ at

sen(10π(x−at)) , at ≤ x ≤ at +0.1
0 , at +0.1 ≤ x ≤ 1.0
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Para un valor a = 0.1 la solución exacta en t = 0 y t = 8 son mostradas en la figura

(2.21). La onda sinusoidal se propaga sin reducir su amplitud a una velocidad a = 0.1.

Soluciones computacionales fueron obtenidas con N = 40 para x en el intervalo 0 ≤
x ≤ 1.0 y con un número de Courant Cr = 0.8. Utilizamos los esquemas de primer or-

den disipativo Upwind: figura (2.21), el esquema dispersivo de segundo orden explícito

Lax-Wendroff: (2.22), el esquema Lax-Friedrichs: (2.23) y el esquema FTCS: (2.24). La

solución computacional es suave, pero comparada con la solución exacta tiene un “ablan-

damiento” (o difusividad), este es consistente con la introducción del término de viscosi-

dad artificial.

La solución para el problema de Lax-Wendroff (2.88) es mostrada en la figura (2.22)

para los valores de t = 8.0 y Cr = 0.8.
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u
(x

,t
)

exacta t=0.0
exacta t=8.0

Upwind t=8.0

Figura 2.21: Upwind, Cr = 0.8
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Figura 2.22: Lax-Wendroff, Cr = 0.8
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Figura 2.23: Lax-Friedrichs, Cr = 0.8
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Figura 2.24: FTCS, Cr = 0.8

8.0.3 Ejemplo.-

Cambiamos la condición inicial para la ut +aux = 0 por

u(x,0) =

{
1 , −1 ≤ x ≤ 0
0 , 0 < x ≤ 2.0

Tenemos los siguientes resultados en las figuras (2.25), (2.26) y (2.27). En la igura

(2.25) se muestra que el esquema Upwind en la discontinuidad se aleja de la solución
exacta en forma suave. En la Figura (2.26) el esquema Lax-Wendroff presenta oscilacio-

nes en la discontinuidad que se propagan en forma lenta a medida que pasa el tiempo.
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Figura 2.25: Upwind, Cr = 0.5, n=50, 100, 150
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Figura 2.26: Lax-Wendroff, Cr = 0.5, n=50, 100, 150
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Figura 2.27: Lax-Friedrichs Cr = 0.5, n=50, 100, 150

8.0.4 Ejemplo.-

Sea el problema

u(x,0) =

{
1 , 0 ≤ x ≤ 1

0 , otro lugar
(2.105)

En la figura (2.28) se muestra la solución aproximada del problema anterior para los
valores Cr = 0.5, α = 1,0, dx = 0.1, dt = 0.005 para un tiempo máximo de T max= 0.2seg.

En la figura (2.29) se muestra la solución aproximada de (2.105) para un tiempo T max =

0.4 seg. En ambas figuras se muestra la inestabilidad del esquema FTCS. En la figura

(2.30) mostramos la solución aproximada obtenida por el esquema Upwind para Cr =

0.5, α = 1.0, dx = 0.01, dt = 0.005 para un tiempo máximo T max = 2.0 seg
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Figura 2.28: Convección FTCS, Tmax=0.2
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Figura 2.29: Convección FTCS, Tmax=0.4
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Figura 2.30: Upwind, Cr = 0.5, α = 1.0, dx = 0,01, T max = 2.0 seg

En las figuras (2.31), (2.32), (2.33) y (2.34) se muestra la solución aproximada del
problema (2.105) para Cr = 0.5, dx = 0.01, dt = 0.005 en los tiempos t = 0.25, 0.375, 1.0
y 2,0 seg, respectivamente.
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Figura 2.31: Leapfrog, Tmax = 0.25 seg
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Figura 2.32: Leapfrog, Tmax = 0.375 seg
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Figura 2.33: Leapfrog, Tmax = 1.0 seg
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Figura 2.34: Leapfrog, Tmax = 2.0 seg
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Figura 2.35: Lax Friedrichs, Cr = 0.5

8.0.5 Ejemplo.-

Para afianzar nuestros resultados vamos a considerar otro ejemplo sobre el transporte

de una onda cosenoidal. Para ello consideremos valores de x en [-1,3] y t en [0,2.4], el
espaciamiento en la malla para la variable x será de ∆x= 0.1, 0.05 y 0.025 para un tiempo

máximo de Tmax = 2.4 y a = 1

ut +aux = 0, (2.106)

con condiciones iniciales

u(x,0) =

{
cos2 πx , |x| ≤ 0.5

0 , en otro lugar.
(2.107)

y u(−1, t) = 0.
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Figura 2.36: Upwind, h=0.1
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Figura 2.37: Upwind, h=0.05
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Figura 2.38: Upwind, h=0.025
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Figura 2.39: Lax Friedrichs, h=0.1
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Figura 2.40: Lax Friedrichs, h=0.05
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Figura 2.41: Lax Friedrichs, Cr=0.8, h=0.025
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Figura 2.42: Lax Wendroff, h=0.1
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Figura 2.43: Lax Wendroff, h=0.05
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Figura 2.44: Lax Wendroff, h=0.025
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Figura 2.45: Leapfrog, h=0.1
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Figura 2.46: Leapfrog, h=0.05
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Figura 2.47: Leapfrog, h=0.025
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CAPÍTULO 3

MÉTODO DE DIFERENCIAS PARA

ECUACIONES PARABÓLICAS

En este capítulo la ecuación de difusión unidimensional será usada como un vehícu-
lo para desarrollar esquemas de diferencias finitas explícitas e implícitas. Centraremos

nuestra atención en la estabilidad y consistencia de varios esquemas tanto explícitos co-
mo implícitos.

La forma canónica de la ecuación parabólica de difusión unidimensional o ecuación
del calor está dada por

∂U

∂T
= K

∂ 2U

∂X2 , 0 < X < L, T > 0 (3.1)

donde K es la constante de difusividad.
Para determinar la ecuación adimensional de (3.1) tomamos U0 como algún valor

particular de U (tal como el valor máximo o mínimo en t = 0), entonces

x =
X

L
, u =

U

U0
, t =

T

T0
(3.2)

(T0 es elegido), entonces
∂U

∂T
=

U0

T0

∂u

∂ t
(3.3)

puesto que

∂U

∂T
=

∂U

∂ t

dt

dT
=

∂ (U0u)

∂ t

1
T0

=
U0

T0

∂u

∂ t
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y
∂ 2U

∂X2 =
U0

L2

∂ 2u

∂x2 (3.4)

Reemplazando en la ecuación parabólica

U0

T0

∂u

∂ t
= K

U0

L2

∂ 2u

∂x2

L2

KT0

∂u

∂ t
=

∂ 2u

∂x2

Por consiguiente si elegimos

T0 =
L2

K

la ecuación es
∂u

∂ t
=

∂ 2u

∂x2 0 < x < 1. (3.5)

Esta ecuación adimensional puede ser usada para tipificar diversos procesos numéricos y

se puede deducir siguiendo las leyes físicas siguientes

1. La cantidad de calor necesario para elevar la temperatura de un objeto de masa m en
una cantidad △u es m s△u, donde s es una constante que depende del material

usado llamada calor específico

2. La cantidad de calor que fluye a través de una área por unidad de tiempo y propor-
cional a la tasa de cambio de la temperatura con respecto a la distancia perpendicu-

lar al área (normal)

Q =−k A△t
∂u

∂x
(3.6)

donde Q cantidad de calor que fluye a la derecha, △t longitud del tiempo durante
el cual ocurre el flujo, k es la constante de proporcionalidad llamada conductividad

térmica que depende del material usado y A es una sección de área.

El principio de conservación de la energia que establece que para una región R de un
sólido

{
La cantidad de calor

consumida dentro de la región R

}
=

{
A la cantidad de calor que entra
por las fronteras de la región R

}

La ley de conductividad térmica de cuerpos sólidos, conocida como la Ley de Fou-

rier, establece que el flujo de calor a través de una superficie S es proporcional a la

derivada normal de la temperatura sobre la superficie. La constante de proporcionalidad
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que denotaremos como k es llamada la Conductividad Térmica. Si denotamos por q la

cantidad de calor que fluye por unidad de tiempo, y por u la temperatura, obtenemos

q =−k
∂u

∂ν
=−k∇u.ν (1)

ν es la normal a la superficie S

La Ley de Newton establece que la cantidad de calor que fluye durante una unidad de

tiempo a través del área σ de la superficie del cuerpo al medio ambiente es proporcional

a la diferencia de temperatura delcuerpo con el medio ambiente. Esto es

Q =−σα(u−u0) (2)

donde σ es el área de la superficie, α es el coeficiente de intercambio de calor.

Otro coeficiente térmico conocido es la capacidad térmica c0 , que se define como

cantidad de calor necesaria para elevar una unidad de volumen a una unidad de tempe-

ratura. Asi pues si conocemos el aumento de temperatura de un cuerpo y la capacidad

térmica del material, podremos conocer la cantidad de calor que fue introducida al ma-

terial. Asumiremos en este contexto que todos los coeficientes de proporcionalidad son

constantes.

Hay que observar que si Q > 0, el flujo va a la derecha, entonces
∂u

∂x
< 0 esto es la

temperatura va decreciendo a medida que vamos a la derecha.

La cantidad de calor que fluye de izquierda a derecha a través de los planos B y C son

QB =−k A△t
∂u

∂x
en x (3.7)

y

QC =−k A△t
∂u

∂x
en x+△x (3.8)

Entonces la cantidad de calor acumulada en el volumen entre los planos B y C es la

cantidad que entra por B menos la que sale por C

QB −QC = {−k A△t
∂u

∂x
}x −{−k A△t

∂u

∂x
}x+△x

= k A△t{∂u

∂x
|x+△x −

∂u

∂x
|x}

Podemos decir que la ecuación anterior representa la cantidad de calor acumulado que

eleva o baja la tenperatura del elemento de volumen si es positivo o negativo.

Por la Ley 1 tenemos que

k A△t{∂u

∂x
|x+△x −

∂u

∂x
|x} = m s△u

= ρ A△x s△u
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donde ρ es la densidad y s es el calor específico.

Dividiendo entre A△x△t

k

∂u
∂x
|x+△x − ∂u

∂x
|x

△x
= ρ s

△u

△t
(3.9)

y haciendo △x, △t tiendan a cero

k
∂ 2u

∂x2 = ρ s
∂u

∂ t
(3.10)

o
∂u

∂ t
= κ

∂ 2u

∂x2 (3.11)

donde κ = k
ρ s

En la ecuación (3.1) la variable u se interpreta como la velocidad o temperatura. Si u

es la temperatura, la ecuación (3.1) gobierna el flujo de calor en una barra aislada salvo en
sus extremos donde puede transferir calor al medio circundante vía los puntos extremos.

En los extremos podemos tener condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann
como puede verse en la figura 3.1).

u (x)

L

u (x)=f(x)

0

0

x

A B

x=0 x=L

u =g (t)
u =g (t)

B 2
1A aislamiento

u  =h (t)
xBu  =h (t)

 x  A

Figura 3.1: Ecuación unidimensional de difusión.

Para obtener soluciones únicas de (3.1) también es necesario especificar las condicio-

nes iniciales. Estas están dadas por u(x,0) = u0(x) para un tiempo t = 0.
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La solución exacta de (3.1) satisface las condiciones de frontera (Dirichlet, Neumann

o mixtas). En unión con las condiciones iniciales (t = 0) pueden ser obtenidas por el

método de Fourier [10],[16], [17].

3.1. Ecuación del difusión

Construyamos la solución exacta de la ecuación del calor utilizando el método de

Fourier. Para ello comenzaremos estudiando un caso particular, tomando las condiciones

de contorno homogeneas, es decir u(x,0) = u0 y por simplicidad consideramos L = 1. La

solución particular la obtenemos por separación de variables. En efecto, sea

u(x, t) = T (t)X(x) (3.12)

sustituyendo este valor en (3.1) tenemos

Tt(t)X(x)−T(t)Xxx(x) = 0 (3.13)

Asi se obtiene
Tt(t)

T (t)
=

Xxx(x)

X(x)
= λ (3.14)

donde λ es una constante, independiente de x y de t . De la ecuación (3.14) anterior y de

las condiciones de contorno concluimos que w debe satisface

Tt(t)+λT(t) = 0 (3.15)

Xxx = λX (3.16)

X(0) = X(1) = 0

De donde concluimos que X = sen(
√

λx) y de las condiciones de contorno obtenemos

que λ = k2π2, k ∈ Z. Asi

X(x) = sen(kπx) T (t) = T (0)e−k2π2t (3.17)

Por tanto, una solución particular de la ecuación del calor es de la forma

u(x, t) = T (0)sen(kπx)e−k2π2t (3.18)

Observe que ella satisface la ecuación (3.1). Utilizando la condición de contorno y la

condición inicial se tiene

u(x,0) = T (0)sen(kπx) (3.19)
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Como T (0) puede tomar cualquier valor, podemos asumir que depende también de k, por

tanto las soluciones particulares están dadas por

uk(x, 0) = Tk(0)sen(kπx) (3.20)

Como la ecuación (3.1) es lineal tendremos que las conbinaciones lineales de las solucio-
nes particulares (3.20) también satisfacen la ecuación (3.1) y las condiciones de contorno.

Denotando por

um =
m

∑
k=1

Tk(0)e
−k2π2t sen(kπx) (3.21)

Vemos que la condición inicial satisfecha por esta función es

um(x, 0) =
m

∑
k=1

Tk(0)sen(kπx) (3.22)

Se prueba el análisis que toda función C1(0,1) que se anula en los extremos puede ser
expresada como una serie de Fourier de la forma

u0(x) =
∞

∑
k=1

cksen(kπx), ck =
∫ 1

0
u0(x)sen(kπx)dx (3.23)

Por tanto, un candidato a solución de la ecuación del calor es

u(x, t) =
∞

∑
k=1

ck e−k2π2t sen(kπx) (3)

con el valor de ck = Tk(0) dado anteriormente.

1.0.1 Ejemplo.-

Problema de difusión de calor de una barra aislada

Una barra metálica de 100 cm de longitud tiene los extremos (x = 0 y x = 100) mante-
nidos a 00 C. Inicialmente la mitad de la barra está a 600 C, mientras que la otra mitad

a 400 C. Asumiendo una difusividad de 0.16 unidades cgs y que la superficie de la barra
está aislada, encontrar la temperatura en toda parte de la barra en el tiempo t.

Formulación matemática :

∂u

∂ t
= 0.16

∂ 2u

∂x2 (3.24)

u(0, t) = u(100, t) = 0 (3.25)

139

Ecuación del difusión



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

141

1 Ecuación del difusión

donde

f (x) =

{
60 , 0 ≤ x ≤ 50

40 , 50 ≤ x ≤ 100
(3.26)

Asumimos que la solución u(x, t) es de la forma

u = X .T (3.27)

Reemplazando (3.27) en (3.24) tenemos

X .T
′
= 0.16X

′′
T

T
′

0.16T
=

X
′′

X
=−λ 2

donde

T
′
+0.16λ 2T = 0, X

′′
+λ 2X = 0

La solución de estas ecuaciones son

T =C1e−0.16λ 2t , X =C2 cosλx+C3senλx

Luego la solución es

u = X .T

= e−0.16λ 2t(Acosλx+Bsenλx) (3.28)

De las condiciones de frontera (3.25) se tiene que A = 0 y λ =
nπ
100

. Entonces, la solución

(3.28) queda en la forma

u(x, t) = B sen(
nπ

1002 x) e−0.16 n2π2
100 (3.29)

Usando el principio de superposición de variables, tenemos que

u(x, t) =
∞

∑
n=1

bn e
−0.16 n2π2

1002 t sen(
nπ
100

x) (3.30)

donde los bn son los coeficientes de Fourier.
Ahora reemplazamos la condición inicial (3.26) en (3.30)

u(x,0) =
∞

∑
n=1

bnsen(
nπ
100

x) = f (x)
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Asi los coeficiente de Fourier bn están dados por

bn =
2

100

∫ 100

0
f (x)sen(

nπ
100

x)dx

=
2

100

∫ 50

0
f (x)sen(

nπ
100

x)dx+
2

100

∫ 100

50
f (x)sen(

nπ
100

x)dx

=
120
nπ

(1− cos
nπ
2
)+

80
nπ

(cos
nπ
2

− cosnπ)

entonces tenemos
b1 =

200
π

, b2 =
40
π
, b3 =

200
3π

, ... (3.31)

Así la solución será

u(x, t) =
200
π

e−16,10π2tsen
π

100
x+

40
π

e−64,10π2tsen
2π
100

x+ ... (3.32)

�

1.0.2 Ejemplo.-

Problema de Difusión de calor de una barra no aislada

Si la superficie de una barra delgada de metal no está aislada sino, que la radiación pue-
de ocurrir hacia los alrededores. Asumiremos que la ley de Newton de enfriamiento es

aplicable, la ecuación que describe esto es

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2 −C(u−u0) (3.33)

donde C es una constante y u0 es la temperatura del medio.
Para transformar la ecuación (3.33) en una ecuación de la forma

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2

hacer el cambio de variable
u−u0 = veβ t

En el problema de Fourier ambos extremos se mantuvierón a 00C. Pero que sucede
si los extremos de la barra se pueden alistar de modo que el calor no pueda ni escapar

ni entrar por los extremos. Este problema conduce a una solución trivial, puesto que si la
barra inicialmente tiene una temperatura de 1000C y si el calor no puede entrar ni salir

por los extremos o por la superficie, entonces la temperatura permanecerá a 1000C en todo
el tiempo. Para que el problema no sea trivial tendriamos que asumir que la temperatura

inicial no es constante.
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1.0.3 Ejemplo.-

Problema de difusión de calor con fronteras aisladas

Tomemos la ecuación de difusión de calor unidimensional

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2 , 0 < x < L, t > 0 (3.34)

Matemáticamente las condiciones de aislamiento en los extremos de la barra colocados

en x = 0 y x = L del eje X se expresan por

ux(0, t) = ux(L, t) = 0 (3.35)

Además la temperatura inicial la indicamos por

u(x,0) = u0(x), 0 < x < L (3.36)

Entonces la solución a la ecuación (3.34) la indicamos por

u(x, t) = e−αλ 2t(Acosλx+Bsenλx) (3.37)

Derivando (3.37) respecto a x

ux = e−αλ 2t(−Aλ senλx+Bλ cosλx)

evaluando en el extremo izquierdo x = 0

ux(0, t) = Bλe−αλ 2t = 0

B = 0

Así tenemos la solución

u(x, t) = Ae−αλ 2t cosλx (3.38)

Derivamos (3.38) respecto a x

ux =−Aλe−αλ 2tsenλx

evaluando en el extremo derecho x = L

ux(L, t) =−Aλe−αλ 2tsenλL

senλL = 0

λL = nπ
L =

nπ
λ

, n ∈ Z
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Entonces la solución es

u(x, t) = Ae
−αn2π2t

L2 (cos
nπ
L

x)

Para satisfacer la condición inicial (3.36) debemos usar el principio de superposición de

soluciones y así llegamos a la solución final

u(x, t) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

ane−αn2π2t/L2
cos

nπ
L

x

entonces

u(x,0) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

an cos
nπ
L

x = u0(x)

donde

an =
2
L

∫ L

0
u0(x)cos

nπ
L

x dx

1.0.4 Ejemplo.-

Conducción de calor en una barra con condiciones no cero en los extremos

En el problema de Fourier desde el punto de vista físico no hay razón de no haber escogido

otras dos condiciones, tales como en el extremo x = 0 se mantienen a 200 y el extremo en

x = L a 600.

Formulamos el problema de valor inicial

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2 , 0 < x < L, t > 0 (3.39)

u(0, t) = 20, u(L, t) = 60 (3.40)

u(x,0) = 100 (3.41)

Por el método de separación de variables llegamos a

u(x, t) = e−αλ 2t(Acosλx+Bsenλx) (3.42)

Definamos una transformación de variable de u a w, esto es,

u(x, t) = w(x, t)+ψ(x) (3.43)

Reemplazando (3.43) en (3.39)

∂u

∂ t
=

∂w

∂ t

∂ 2u

∂x2 =
∂ 2w

∂x2 +ψ ′′(x)
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entonces
∂w

∂ t
= α(

∂ 2w

∂x2 +ψ ′′(x)) (3.44)

Utilizamos las condiciones de frontera

u(0, t) = w(0, t)+ψ(0) = 20

w(0, t) = 20−ψ(0) (3.45)

u(L, t) = w(L, t)+ψ(L) = 60

w(L, t) = 60−ψ(L) (3.46)

Ahora utilizamos la condición inicial

u(x,0) = w(x,0)+ψ(x) = 100

w(x,0) = 100−ψ(x) (3.47)

Puesto que lo que buscamos es aplicar el método de separación de variables, sería bueno

escoger

ψ ′′ ≡ 0, ó ψ(x) = αx+β (3.48)

Entonces la ecuación diferencial queda en la forma

∂w

∂ t
= α

∂ 2w

∂x2 (3.49)

También sería bueno que los lados derechos de (3.45) y (3.46) sean ceros. Esto se consigue
si

ψ(0) = 20, ψ(L) = 60

Esto nos permite determinar que α = 40
L

y β = 20 en (3.48), asi que

ψ(x) =
40
L

x+20

Resumiendo tenemos el nuevo problema que queda expresado como

∂w

∂ t
= α

∂ 2w

∂x2 , 0 < x < L, t > 0

w(0, t) = 0, w(L, t) = 0

w(x,0) = 100−ψ(x), ψ(x) =
40
L

+20
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Por el método de separación de variables llegamos a la solución

w(x, t) = e−αλ 2t(Acosλx+Bsenλx) (3.50)

De las condiciones de frontera tenemos que

A = 0, λ =
nπ
L
, n = 1,2, ...

w(x, t) = Be−αn2π2t/L2
sen

nπ
L

x (3.51)

Por la condición inicial

100−ψ(x) =
∞

∑
n=1

bnsen
nπ
L

x

entonces el coeficiente de Fourier bn está dado por

bn =
2
L

∫ L

0
(100−ψ(x)) sen

nπ
L

x dx

Por lo tanto, la solución en la variable u es

u(x, t) =
∞

∑
n=1

bne−αn2π2t/L2
(sen

nπ
L

x)+(
40
L

x+20) (3.52)

1.0.5 Ejemplo.-

Temperatura de estado estacionario en una placa semi infinita

Asumamos que los lados infinitos se mantienen a 00 y que la base de la placa (en el Eje

X ) se mantienen a una temperatura constante. Asumiremos también que las caras de la

placa están aisladas, de modo que el calor no puede entrar ni escapar de ellas. Buscamos

determinar la temperatura de estado estacionario de la placa, esto es, la temperatura que

es independiente del tiempo.

Formulación matemática : Tenemos el problema de la conducción de calor en dos

dimensiones en el plano XY y no dependiente del tiempo t

∂ 2u

∂x2 +
∂ 2u

∂y2 = 0, 0 < x < L, y > 0 (3.53)

u(0,y) = u(L,y) = 0

u(x,0) = u0

Puesto que fisícamente es imposible que la temperatura llegue a ser infinita en todo punto

de la placa, asumiremos que u(x,y) es acotada, es decir,

|u(x,y)|< M, ∀(x,y) ∈ Ω
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Y

X

frontera aislada 

u ( 0, y ) = 0

frontera aislada

u ( L , y ) = 0

frontera acotada

L

Figura 3.2: Dominio de la ecuación

Usaremos el método de separación de variables para hallar a la solución, esto es,

suponemos que la solución es de la forma

u = X Y (3.54)

Reemplazando (3.54) en (3.53)

X
′′
Y +XY

′′
= 0

X
′′

X
=−Y

′′

Y
=−λ 2

X
′′

X
=−λ 2, −Y

′′

Y
=−λ 2

Resolviendo estas ecuaciones ordinarias obtenemos

X =C1 cosλx+C2senλx, Y =C3eλy +C4e−λy

Entonces la solución es

u = (C1 cosλx+C2senλx)(C3eλy +C4e−λy)

Asumiendo que λ > 0, esta solución llega a ser no acotada cuando y → ∞. Para evitar
esto, escogemos C3 = 0,

u(x,y) = e−λy(Acosλx+Bsenλx)
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Usamos la condición de frontera izquierda u(0,y) = 0,

u(0,y) = Ae−λy = 0

de donde se obtiene que A = 0. Entonces la solución será

u = Be−λysenλx

Ahora usamos la condición de frontera derecha u(L,y) = 0,

u(L,y) = Be−λysenλL = 0

de donde se tiene que senλL = 0 y λ = nπ
L
, n ∈ Z

La solución a la cual se le ha incorporado las condiciones de frontera está dada por

u = Be−
nπ
L ysen

nπ
L

x (3.55)

Aplicamos el principio de superposición de soluciones a (3.56)

u =
∞

∑
n=1

bne−
nπ
L ysen

nπ
L

x

Usamos la condición inicial u(x,0) = u0,

u(x,0) =
∞

∑
n=1

bnsen
nπ
L

x = u0

Asi que el coeficiente de Fourier bn está dado por

bn =
2
L

∫ L

0
u0sen

nπ
L

x dx

=
2u0(1− cosnπ)

nπ

Finalmente, la solución que cumple las condiciones de iniciales y de frontera está dada
por

u(x,y) =
2u0

π

∞

∑
n=1

1− cosnπ
n

e−nπy/L sen
nπ
L

x (3.56)

Por un procedimiento largo y tedioso se obtiene

u(x,y) =
2u0

π
tan−1[

senπ
L

x

senhπ
L

y
]
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1.0.6 Ejemplo.-

Problema de la cuerda vibrante

Una cuerda flexible fuertemente tensionada se le da algún desplazamiento inicial por la

función f y luego se suelta, el problema de valor de frontera para el desplazamiento u(x, t)

de la cuerda desde su posición de equilibrio en el eje X es

∂ 2u

∂ t2 = a2 ∂ 2u

∂x2 , 0 < x < L, t > 0

u(0, t) = u(L, t) = 0 t > 0
u(x,0) = f (x), 0 < x < L

ut(x,0) = 0 0 < x < L

(3.57)

donde u(x, t) es el desplazamiento de x en el tiempo t y L es la longitud de la cuerda.

Asumiendo que la solución del problema (3.57) es de la forma

u = X .T (3.58)

Reemplazando (3.58) en (3.57) obtenemos

X .T
′′

= a2X
′′
.T

X
′′

X
=

T
′′

a2T
=−λ 2

de donde
X

′′
+λ 2X = 0, T

′′
+a2λ 2T = 0

cuyas soluciones están dadas por

X =C1 cosλx+C2senλx, T =C3 cosaλ t +C4senaλ t

Entonces la solución es

u = (C1 cosλx+C2senλx)(C3 cosaλ t +C4senaλ t) (3.59)

Para que (3.59) se cumpla satisface la condición de frontera izquierda u(0, t) = 0 se debe
tener C1 = 0. Y para que se cumpla la condición de frontera derecha u(L, t) = 0,

senλL = 0

λ =
nπ
L
, n ∈ Z

Entonces, la solución satisfaciendo las condiciones de frontera será

u =C2sen
nπ
L

x (C3 cos
nπa

L
t +C4sen

nπa

L
t) (3.60)
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Puesto que la tercera condición es algo complicada, pasamos a la cuarta condición. Para

esto derivamos (3.60) respecto a la variable t

ut =C2sen
nπ
L

x (−C3
nπa

L
sen

nπa

L
t +C4

nπa

L
cos

nπa

L
t)

de donde se obtiene que C4 = 0. Así nos queda la solución

u(x, t) = B sen
nπ
L

x.cos
nπa

L
t (3.61)

Para satisfacer la tercera condición de frontera, primero aplicamos el principio de super-
posición de soluciones

u(x, t) =
∞

∑
n=1

bnsen
nπ
L

x.cos
nπa

L
t

Para el tiempo t = 0

u(x,0) = u0 =
∞

∑
n=1

bnsen
nπ
L

x

donde el coeficiente de Fourier bn está dado por

bn =
2
L

∫ L

0
u0 sen

nπ
L

x dx

Finalmente, la solución es

u(x, t) =
2
L

∞

∑
n=1

(
∫ L

0
u0 sen

nπ
L

x dx) sen
nπ
L

x.cos
nπa

L
t (3.62)

1.0.7 Ejemplo.-

Cuerda vibrante con amortiguamiento

Desde el punto de vista real el modelo matemático que acabamos de obtener falla puesto

que las vibraciones continúan indefinidamente, mientras que en realidad debería cesar
gradualmente. Por tal motivo introducimos un término amortiguamiento proporcional a

la velocidad instantánea de la cuerda

∂ 2u

∂ t2 +β
∂u

∂ t
= a2 ∂ 2u

∂x2 (3.63)

donde β es la constante de amortiguamiento y β
∂u

∂ t
es proporcional a la velocidad instan-

tánea de la cuerda.

u(0, t) = u(L, t) = 0 (3.64)

u(x,0) = f (x), 0 < x < L (3.65)

∂u

∂ t
(x,0) = 0 (3.66)
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Suponemos que la solución de (3.63) es de la forma

u = X .T (3.67)

Reemplazamos (3.67) en (3.63)

X .T
′′
+βX .T

′
= a2X

′′
.T

X
′′

X
=

T
′′

a2T
+

βT
′

a2T
=−λ 2

De donde obtenemos las ecuaciones diferenciales

X
′′
+λ 2X = 0, T

′′
+βT

′
+λ 2a2T = 0

cuyas soluciones son

X =C1 cosλx+C2senλx; T = e−β t/2 (C3 coswt +C4senwt)

donde w =
√

β 2/4−λ 2a2

Asi tenemos la solución

u = e−β t/2(C1 cosλx+C2senλx)(C3 coswt +C4senwt) (3.68)

Incorporada la condición de frontera izquierda u(0, t) = 0 a (3.68) se llega a determinar
que C1 = 0. Del mismo modo con la condición de frontera derecha u(L, t) = 0 llegamos a

determinar que λ =
nπ
L
, n ∈ Z.

La solución modificada de (3.68) es entonces

u(x, t) =C2e−β t/2 sen
nπ
L

x (C3 coswt +C4senwt) (3.69)

La última condición de frontera (3.66) nos da que C4 = 0. Mientras que para satisfacer la
condición inicial (3.65) aplicamos el prinicipio de superposición de soluciones

u(x, t) = e−β t/2
∞

∑
n=1

bn(sen
nπ
L

x) cosγ (3.70)

donde γ =

√
n2π2a2

L2 − β 2

4
. De modo que la tercera condición de frontera (3.65) conduce

a

u(x,0) = f (x) =
∞

∑
n=1

bnsen
nπ
L

x dx

bn =
2
L

∫ L

0
f (x)sen

nπ
L

x dx
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3.2. Principio del máximo y el decaimiento exponencial

Damos dos de las propiedades más importantes de la ecuación del calor como son el

principio del máximo, el decaimiento exponencial de las soluciones y el efecto regulari-

zante, el cual significa que para todo tiempo positivo la solución de la ecuación del calor

es infinitamente diferenciable, no importando la irregularidad de los datos iniciales.

2.1 Definición.-

Convergencia uniforme Una sucesión de funciones fn(x) : [a,b]→ R converge unifor-

memente para f si para todo ε > 0 existe N tal que

n ≥ N ⇒| fn(x)− f (x) |< ε,∀x ∈ [a,b] (3.71)

Entre las principales propiedades de las sucesiones de funciones uniformemente con-

vergente tenemos

Teorema 1

Si fn(x) : [a,b]→ R es una sucesión que converge uniformemente para f , y si para

todo n las funciones fn son continuas, entonces el límite también es continuo.

Prueba. De la convergencia uniforme existe N > 0 tal que

| fN(x)− f (x) |< ε
3
, ∀x ∈ [a,b]

Por otro lado, de la continuidad de fN, existe δ > 0 tal que

| x− y |< δ ⇒| fN(x)− f (x) |< ε
3

de estas dos últimas proposiciones tenemos que si

| x− y |< δ

entonces

| f (x)− f (y) |≤| f (x)− fN(x) |+ | fN(x)− fN(y) |+ | fN(y)− f (y) |
<

ε
3
+

ε
3
+

ε
3
= ε

de donde se sigue la continuidad de f .
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Teorema 2

Si fn(x) : [a,b]→R es una sucesión que converge uniformemente para f , y si fn es

continua para todo n, entonces

lı́m
n→∞

� b

a
fn(x)dx =

� b

a
lı́m
n→∞

fn(x)dx =
� b

a
f (x)dx (3.72)

Prueba. De la convergencia uniforme existe N tal que ∀n ≥ N se tiene

| fN(x)− f (x) |< ε
b−a

,∀x ∈ [a,b] (3.73)

de donde obtenemos

|
� b

a
fn(x)dx−

� b

a
f (x)dx |≤

� b

a
| fn(x)dx− f (x) | dx < ε

este resultado vale para toda sucesión de funciones integrables que converge uniforme.

2.1. Principio del máximo

El principio del máximo establece que la solución de la ecuación del calor no puede
ser mayor ni menor que los datos del problema. En otras palabras, el máximo y el mínimo

solamente son alcanzados en la frontera del conjunto Ω×R+ = ]0,L[ × ]0,∞[

Teorema 3

Sea u la solucíon del problema




ut −∆u = 0, en Ω×R+

u |∂Ω = g

u(x,0) = u0(x), en Ω
(3.74)

Entonces, se cumple

Min

�
ı́nf
∂Ω

g, ı́nf
Ω

u0

�
≤ u(x, t)≤ Max

�
sup
∂Ω

g,sup
Ω

u0

�
(3.75)

Prueba. Asumiremos que la función u0 y g son continuas y que existe una solución
continua u dos veces derivable. Si uno de los extremos de la función u está en la frontera,

entonces no tenemos nada que probar.
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Razonaremos por el absurdo. Para ello introducimos la función v = u+ ε | x |2. Ob-

servamos que v satisface
vt − vxx =−2ε < 0 (3.76)

Supóngamos que el máximo de la función v es alcanzado en el punto (x0, t0) del interior

del dominio Ω×R+. Entonces tenemos que
(

vt

vx

)
=

(
0

0

)
y vxx ≤ 0

Por tanto, en el punto (x0, t0) del interior del dominio se cumple

vt(x0, t0)−∆v(x0, t0)≥ 0

Esta expresión contradice la desigualdad (3.76).

Por consiguiente, nuestra hipótesis de que el máximo de v está en el interior del domi-
nio no es cierta. Por tanto, el máximo de v debe de encontrarse en la frontera del dominio,

Ω×{0}∪∂Ω×R+ y se debe cumplir

v(x, t) ≤ máx

{
sup

Ω
v(x,0) , sup

∂Ω
v(x, t)

}

= máx

{
sup

Ω
(u(x,0)+ ε | x |2) , sup

∂Ω
(u(x, t)+ ε | x |2)

}

= máx

{
sup

Ω
u(x,0)+ εL2 , sup

∂Ω
u(x, t)+ εL2

}

concluimos que

u(x, t)≤ v(x, t)≤ máx

{
sup

Ω
u(x,0)+ εL2 , sup

∂Ω
u(x, t)+ εL2

}

haciendo ε → 0 obtenemos

u(x, t)≤
{

sup
Ω

u0 , sup
∂Ω

g

}
(3.77)

Los mismos argumentos pueden ser utilizados para demostrar la desigualdad del la-
do izquierdo de (3.75), en el caso del mínimo, con lo que queda demostrado el teorema.

2.2. Decaimiento de soluciones

Para demostrar el decaimiento de soluciones, utilizaremos el método de la energía que
se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 4

Sea u solución del problema (3.74), con la condición de que g = 0, entonces la
energía de la solución satisface

E(t) :=
∫ L

0
u(x, t)2dx ≤ E(0)e−

π2

L2 t (3.78)

Prueba. Multiplicando la ecuación ut −∆u = 0 por u tenemos

utu = uxxu

la cual, utilizando fórmulas estándar de diferenciación se puede expresar como

1
2

∂
∂ t

u2 =
∂
∂x

(uxu)−u2
x

integrando sobre ]0,L[ obtenemos

d

dt
E(t) =−2

∫ L

0
ux(x, t)

2dx

luego por la desigualdad de Poincare

∫ L

0
u2dx ≤

(
L√
2π

)∫ L

0
u2

xdx

obtenemos
d

dt
E(t)≤−π2

L2 E(t)

resolviendo la desigualdad obtenemos

E(t)≤ E(0)e−
π2

L2 t

de donde sigue el teorema.

2.3. Efecto regularizante

Esta propiedad garantiza que, dependiendo de la condición inicial, la solución del
problema de conducción del calor puede ser suficientemente regular, se resume en el

siguiente teorema
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Teorema 5

Sea u0 una función continua, para la cual exista una solución u para la ecuación del

calor

ut −uxx = 0 en ]0,L[ × ]0,∞[ (3.79)

entonces tenemos que

u ∈C∞( ]0,T [ × ]0,L[ ) (3.80)

( ver [?] para la prueba.)

Para obtener la solución aproximada o numérica de (3.1), esta ecuación es discreti-

zada generando un sistema de ecuaciones algebraicas que se manipulan para generar un

algoritmo. El algoritmo da la solución en el nivel (n+1)-ésimo de tiempo en términos de

la solución conocida en los niveles n−1 y n.

Para discretizar (3.1) se pueden utilizar esquemas explícitos o implícitos.

3.3. Esquemas explícitos

Un esquema es explícito si la única variable desconocida, por ejemplo vn+1
j , aparece

en el lado izquierdo de la fórmula algebraica como resultados de la discretización.

3.1. Esquema FTCS

Tenemos el esquema de diferencias progresivas para la ecuación (3.1),

vn+1
j − vn

j

∆t
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

(∆x)2 . (3.81)

Este esquema es puntualmente consistente con la ecuación (3.1) con un error de trunca-

miento O(∆t)+O(∆x)2.

El esquema se puede escribir en la forma de algoritmo

vn+1
j = rvn

j−1 +(1−2r)vn
j + rvn

j+1 (3.82)

Observar que los valores en los niveles n+1 se obtienen únicamente conociendo los valo-

res en el nivel n, por ello nuestro esquema pertenece al conjunto de esquemas explícitos.

Para analizar la estabilidad aplicamos la transformada de Fourier a la ecuación (3.81),

utilizando la identidad v̂n+1 = e±iθ v̂n

v̂n+1 = re−iθ v̂n +(1−2r)v̂n + reiθ v̂n

= (re−iθ +(1−2r)+ reiθ)v̂n (3.83)
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donde

g(θ) = re−iθ +(1−2r)+ reiθ (3.84)

es el factor de amplificación el cual se puede escribir como

g(θ) = 1−4rsen2 θ
2

(3.85)

tal que para cualquier valor de θ se tiene |g(θ)| ≤ 1 si r ≤ 0.5. Así (3.82) producirá
soluciones estables si r ≤ 0.5. Aplicando el Teorema de Lax tenemos que el esquema es
convergente de orden [O(∆t), O(∆x)2].
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Figura 3.3: FTCS, r = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7
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Figura 3.4: FTCS, Polares r = 0.2
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Figura 3.5: FTCS, Polares r = 0.5
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Figura 3.6: FTCS, Polares r = 0.7
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En la figura (3.3) se muestra que |g(θ)| ≤ 1 si r = 0.2, 0.3, 0.5 , es decir, los valores del

factor de amplificación caen dentro de la región de estabilidad y |g(θ)|> 1 para r = 0.7,
los valores caen fuera de la región de estabilidad.

En las figuras (3.4) y (3.5) se muestra que el factor de amplificación (3.83 ) en coor-
denadas polares para un radio r = 0.2 y r = 0.5 caen dentro de la circunferencia |g| = 1
(región de estabiliad ) y en la figura (3.6) tenemos el factor de amplificación (3.83) para

radio r = 0.7 que sale fuera de la circunferencia |g|= 1 (región de inestabilidad)

3.2. Esquema Leapfrog

Usando diferencias centrales en el tiempo y diferencias centrales en el espacio tene-
mos el esquema

vn+1
j − vn−1

j

2∆t
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

(∆x)2 . (3.86)

j−1 j j+1

  n−1

n

    n+1

Figura 3.7: Molécula de cálculo para Leapfrog

La ecuación (3.86) podemos escribirla en la forma de algoritmo

vn+1
j = vn−1

j +2r(vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1) (3.87)

El esquema (3.86) calcula los valores en el nivel n+ 1 utilizando los valores en los
niveles n y n− 1. Por ello para la primera iteración podemos utilizar FTCS o cualquier

otro método explícito estable.
Aunque el esquema es de orden de truncamiento O(∆t)2 +O(∆x)2, un análisis de

estabilidad de von Neumann indica que el esquema (3.86) tiene un factor de amplificación

g =−4rsen2 θ
2
±
√

1+16r2sen4 θ
2

(3.88)
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el cual es |g| > 1 para todo θ y todo r. Esto demuestra que el esquema es incondicio-

nalmente inestable para todo r > 0. Por lo tanto, por el teorema de Lax, no puede ser
convergente.
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Figura 3.8: Leapfrog, Polares r = 0.2, 0.5, 1.0
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Figura 3.9: Leapfrog, Polares r = 1.0
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Figura 3.10: Leapfrog, Polares r = 0.5
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Figura 3.11: Leapfrog, Polares r = 0.2

La figura (3.8) muestra que |g(θ)|> 1 para cualquier r, en particular para r = 0.2, 0.5, 1.0,

vemos que los valores del factor de amplificación caen fuera de la región de estabilidad.
En las figuras (3.9), (3.10) y (3.11) se muestran el factor de amplificación en coor-

denadas polares para radio r = 0.2, 0.3, 1.0 respectivamente, donde se observa que los
valores salen fuera de la región de estabilidad.
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3.3. Esquema Du Fort-Frankel

El esquema Leapfrog (3.86) puede ser modificado para producir un algoritmo estable.
Esto se puede lograr reemplazando −vn

j en (3.86) por −0,5(vn+1
j + vn−1

j ). El resultado es

la ecuación
vn+1

j − vn−1
j

2∆t
= α

vn
j+1 − (vn+1

j + vn−1
j )+ vn

j−1

(∆x)2 . (3.89)

El esquema (3.89) puede ser manipulado para producir un algoritmo explícito

vn+1
j =

(
2r

1+2r

)
(vn

j−1 + vn
j+1)+

(
1−2r

1+2r

)
vn−1

j (3.90)

El esquema Du Fort-Frankel (3.89) es de tres niveles en el tiempo a menos que r = 0,5,
para el cual este coincide con el esquema FTCS. Para esquemas de tres niveles, dos niveles

de tiempo de la solución deben calcularse primero. Una alternativa es utilizar un esquema
de dos niveles para calcular el primer paso de tiempo. Este esquema está dentro de los

esquemas de paso múltiple, pues usa una diferencia central para aproximar la derivada
temporal en el nodo ( j,n), asi como un promedio espacial en la parte difusa.

Igual que antes, consideremos una función φ diferenciable y utilizamos la serie de
Taylor en dimensión uno.

El operador diferencial discreto Ln
j aplicado a φ es dado por

Ln
jφ =

φ n+1
j −φ n−1

j

2∆t
−α

φ n
j+1 − (φ n+1

j +φ n−1
j )+φ n

j−1

∆x2 (3.91)

donde, φ n
j = φ( j∆x,n∆t).

Desarrollando las serie de Taylor de la función φ alrededor del punto (x j, tn)= ( j∆x,n∆t)

para los valores de φ en los puntos vecinos.

φ(x, t +∆t) = φ(x, t)+∆tφt(x, t)+
1
2!

∆t2φtt(x, t)+
1
3!

∆t3φt(x, t)+O(∆t4)

En términos de índices la serie anterior se escribe como

φ n+1
j = φ n

j +∆tφt +
1
2!

∆t2φtt +
1
3!

∆t3φttt +O(∆t4) (3.92)

Ahora desarrollando por serie de Taylor el término φ(x, t −∆t) tenemos

φ(x, t −∆t) = φ(x, t)−∆tφt(x, t)+
1
2!

∆t2φtt(x, t)−
1
3!

∆t3φttt(x, t)+O(∆t4)

es decir la cual en notación de índices se escribe

φ n−1
j = φ n

j −∆tφt +
1
2!

∆t2φtt −
1
3!

∆t3φttt +O(∆t4) (3.93)
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Utilizando la serie de Taylor para φ en la variable espacial obtenemos

φ(x+∆x, t) = φ(x, t)+∆xφx(x, t)+
1
2!

∆x2φxx(x, t)+
1
3!

∆x3φxxx(x, t)+

1
4!

∆x4φxxxx(x, t)+O(∆x5)

y en la notación de índice

φ n
j+1 = φ n

j +∆xφx +
1
2!

∆x2φxx +
1
3!

∆x3φxxx +
1
4!

∆x4φxxxx(x, t)+O(∆x5) (3.94)

Finalmente, el valor de φ en el punto (x j−1, tn)

φ(x−∆x, t) = φ(x, t)−∆xφx(x, t)+
1
2!

∆x2φxx(x, t)−
1
3!

∆x3φxxx(x, t)+

1
4!

∆x4φxxxx(x, t)+O(∆x5)

φ n
j−1 = φ n

j −∆xφx +
1
2!

∆x2φxx −
1
3!

∆x3φxxx +
1
4!

∆x4φxxxx +O(∆x5) (3.95)

Sustituyendo estas expresiones (3.92), (3.93), (3.94) y (3.95) en las diferencias del opera-

dor discreto Ln
j φ dado en (3.91), teniendo en cuenta que derivadas φt , φx ,φxx, φxxx, φxxxx,

son evaluadas en el punto (x j, tn) = ( j∆x,n∆t), tenemos:
De (3.92) y (3.93) se tiene

φ n+1
j −φ n−1

j

2∆t
= φt +

∆t2

3!
φttt +O(∆t4) = φt +O(∆t2) (3.96)

y

φ n+1
j +φ n−1

j = 2φ +∆t2φtt +O(∆t4) (3.97)

De (3.94) y (3.95) obtenemos

φ n
j+1 +φ n

j−1 = 2φ +∆x2φxx +O(∆x4) (3.98)

Sustrayendo (3.97) de (3.98), multiplicando esta difertencia por −α/∆x2 y adicionando

con (3.96) obtenemos

Ln
jφ = φt −α φxx +α ∆t2∆x−2φtt +O(∆t2)+O(∆x2)+O(∆t2∆t−2)

y de ello se cumple

Ln
j φ −Lφ n

j = α ∆t2∆x−2φtt +O(∆t2)+O(∆x2)+O(∆t2∆x−2) (3.99)
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Observamos que el esquema de Du Fort-Frankel es consistente con la ecuación de difusión

si; ∆t
∆x

→ 0, cuando ∆t → 0, ∆x → 0
Aplicamos el criterio de von Neumann para determinar la estabilidad del esquema

(3.89). Para ello escribimos el esquema en la forma

(1+2r)vn+1
j = 2r

(
vn

j+1 + vn
j−1

)
+(1−2r)vn−1

j (3.100)

Sustituyendo gnei jθ en vn
j en esta ecuación obtenemos

(1+2r)gn+1ei jθ = 2r
(

gnei( j+1)θ +gnei( j−1)θ
)
+(1−2r)gn−1ei jθ

Simplificando el término gnei jθ en la ecuación anterior se obtiene

(1+2r)g = 2r
(

eiθ + e−iθ
)
+(1−2r)g−1

multiplicando por g a este ecuación

(1+2r)g2−2r
(

eiθ + e−iθ
)

g− (1−2r) = 0 (3.101)

que se escribe como la ecuación cuadrática en g

(1+2r)g2−4r(cosθ)g− (1−2r) = 0

resolviendo esta ecuación tenemos

g±=
4r(cosθ)±

√
16r2 cos2 θ +4(1−4r2)

2(1+2r)

de esto

g±=
2r cosθ ±

√
1+4r2 cos2 θ −4r2

1+2r

Obteniendo finalmente las dos raíces del factor de amplificación

g±=
2r cosθ ±

√
1−4r2sen2θ

1+2r
(3.102)

Ahora analizamos los siguientes casos

1. Si se cumple que

1−4r2sen2θ ≥ 0 (3.103)

entonces se tiene que

0 ≤ 4r2sen2θ ≤ 1, es decir 0 ≤ 1−4r2sen2θ ≤ 1
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por consiguiente

| g± |≤ 2r | cosθ |+
√

1−4r2sen2θ
1+2r

≤ 2r+1
1+2r

= 1

Concluyendo, podemos decir que si se cumpliera (3.103), la condición de von Neu-

mann sería satisfecha
| g± |≤ 1

y el esquema de Du Fort-Frankel es estable.

2. Si cumpliera
1−4r2Sen2θ =−b2 < 0 (3.104)

entonces

1 ≤ 4r2sen2θ ≤ 4r2, es decir 1−4r2 = (1+2r)(1−2r)≤ 0

como 1+2r > 0 entonces se tiene

1−2r ≤ 0 (3.105)

luego el factor de amplificación es complejo

g±=
2r cosθ ± ib

1+2r

entonces el cuadrado del módulo es

| g |2= (2r cosθ)2 +4r2Sen2θ −1
(1+2r)2

de donde

| g |2= 4r2 −1
(1+2r)2 =

(2r+1)(2r−1)
(1+2r)2 =

2r−1
(1+2r)

< 1

en la última desigualdad utilizamos (3.105). Concluimos también que bajo la res-
tricción (3.104), el esquema es estable.

Por tanto, el esquema de Du Fort-Frankel es estable sin restricciones y por el teorema
de Lax el esquema es convergente, con la única condición exigida por la consistencia,

donde observamos que ∆t va más rápido a cero que el valor de ∆x.
Para graficar el factor de amplificación (3.102) para le caso r > 0.5, lo parametrizamos

en la forma 



x =
2r cosθ
1+2r

y =±
√

4r2sen2θ −1
1+2r
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donde

x2 + y2 =
4r2 cos2 θ
(1+2r)2 +

4r2sen2θ −1
(1+2r)2

=
4r2(cos2 θ + sen2θ)−1

(1+2r)2

=
2r−1
1+2r

tenemos

x2 + y2 =
2r−1
1+2r

(3.106)

una circunferencia con centro en el origen y radio

√
2r−1
1+2r
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Figura 3.12: Du Fort-Frankel, r = 0.2, 0.3, 0.5
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Figura 3.13: Du Fort-Frankel r = 1.0, 3.0

En la figura (3.12) se muestra que el factor de amplificación (3.102) con 1−4r2 sin2(θ)>
0 y r < 0.5 y en la figura (3.13) se muestra el factor de amplificación (3.102) con 1−
4r2 sin2(θ)< 0 y r > 0.5. En ambas figuras se observa que el factor de amplificación cae

dentro de la región de estabiliad para cualquier valor de r.
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Figura 3.14: Du Fort-Frankel, Polares.

En la figura (3.14) se muestra el factor de amplificación (3.102) en coordenadas pola-

res para un radio r = 0.2; 0.3; 0.5; 1.0 que se encuentra siempre dentro de la circunferencia

unitaria centrada en el origen (región de estabilidad).

Los esquemas de diferencias finitas dados hasta el momento tienen el inconveniente

de ser condicionalmente estables. A continuación presentamos una familia de esquemas

que son incondicionalmente estables.

3.4. Esquemas implícitos

Para esquemas implícitos el término espacial
∂ 2u

∂x2 en (3.1) es evaluado, al menos par-

cialmente, en un nivel de tiempo desconocido (n + 1). En la práctica esto permite un

acoplamiento de las ecuaciones por cada nodo ( j,n+1) en el nivel de tiempo (n+1) y se

presenta la necesidad de resolver un sistema de ecuaciones algebraicas que avanza en el

tiempo.

4.1. Esquema BTCS o Euler retrasado

Un esquema implícito simple de diferencias finitas para aproximar (3.1) está dado por

vn
j − vn−1

j

∆t
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

(∆x)2 . (3.107)
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Para generar un algoritmo que sea posible implementarlo, la ecuación (3.107) puede es-

cribirse como
−rvn

j−1 +(1+2r)vn
j − rvn

j+1 = vn−1
j (3.108)

donde j = 0,1, . . . ,N, n = 0,1, . . . ,kmax y r = α∆t∆x−2 Verifiquemos la consistencia del

esquema de Euler retrasado, para ello utilizamos la serie de Taylor. En efecto, observemos
que el operador diferencial continuo est dado por:

L =
∂
∂ t

−α
∂ 2

∂x2 ,

el mismo que aplicado a una función suave φ se tiene

Lφ = φt −αφxx.

En tanto que el operador discreto Ln
j , aplicado a la función φ es el siguiente

Ln
jφ =

φ n
j −φ n−1

j

∆t
−α

φ n
j+1 −2φ n

j +φ n
j−1

∆2 (3.109)

Utilicemos una función suave φ y desarrollemos por Taylor en el punto (x j, tn), las
expresiones φ n−1

j = φ(x j, tn− k), φ n
j+1 = φ(x j +h, tn) y φ n

j−1 = φ(x j −h, tn)

φ(x j, tn−∆t) = φ(x j, tn)−∆tφt(x j, tn)+O(∆t2),

en la notación de índices, tenemos

φ n−1
j = φ n−1

j −∆tφt +O(∆t2), (3.110)

Luego la serie de Taylor de φ(x j −∆x, tn) en (x j, tn), es

φ(x j −∆x, tn) = φ(x j, tn)−∆xφx(x j, tn)+
1
2!

∆x2φxx(x j, tn)−
1
3!

∆x3φxxx(x j, tn)+O(∆x4)

En notación indicial

φ n
j−1 = φ n

j −∆xφx +
1
2!

∆x2φxx −
1
3!

∆x3φxxx +O(∆x4) (3.111)

De manera similar con φ(x j +h, tn) en (x j, tn), obtenemos

φ n
j+1 = φ n

j +∆xφx +
1
2!

∆x2φxx +
1
3!

∆x3φxxx +O(∆x4) (3.112)
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las derivadas φt , φx,φxx, φxxx son evaluadas en el punto (x j, tn) = ( j∆x,n∆t).

Sustituyendo las series (3.110),(3.111),(3.112) en el operador discretizado Ph,kφ n
j da-

do en (3.109), obtenemos

Ln
jφ =

1
∆t

(
φ n

j −φ n
j +∆tφt +O(∆t2)

)

− α
∆x2

(
φ n

j +∆xφx +
1
2!

∆x2φxx +
1
3!

∆x3φxxx +O(∆x4)−2φ n
j

)

− α
∆x2

(
φ n

j −∆xφx +
1
2!

∆x2φxx −
1
3!

∆x3φxxx +O(∆x4)

)

la cual se puede escrbir como

Ln
jφ =

1
∆t

(
∆tφt +O(∆t4)

)
− α

∆x2

(
∆x2φxx +O(∆x4)+O(∆x4)

)

Simplificando, y teniendo en cuenta la notación del operador diferencial L y el hecho que

O(∆x2)+O(∆x2) = O(∆x2), tenemos

Ln
jφ = φt −αφxx +O(∆x2)+O(∆t)

= Lφ n
j +O(∆x2)+O(∆t)

De donde tenemos la forma

Ln
j φ −Lφ n

j = O(∆x2)+O(∆t) (3.113)

Observando que
Ln

jφ −Lφ n
j → 0, cuando ∆t,∆x → 0

Decimos que el esquema de diferencias finitas Euler retrasado es consistente con la ecua-

ción diferencial parcial (3.107).
De la ecuación (3.113) vemos que el orden de precisión es (1,2).

Para analizar la estabilidad del esquema de Euler retrasado, utilizamos el criterio de
von Neumann. Para ello tomemos el esquema en la forma

−rvn+1
j+1 +(1+2r)vn+1

j − rvn+1
j−1 = vn

j

sustituyendo gnei jθ en vn
j , tenemos

−rgn+1ei( j−1)θ +(1+2r)gn+1eiθ − rgn+1ei( j+1)θ = gnei jθ

dividiendo por gn tenemos

−rgei jθ e−iθ +(1+2r)gei jθ − rgei jθ eiθ = ei jθ
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multiplicando por e−i jθ

−rge−iθ +(1+2r)g− rgeiθ = 1

De esta forma tenemos el factor de amplificación de la forma

g =
1

1+4rsen2 θ
2

. (3.114)

Analizando

0 ≤ sen2 θ
2
≤ 1 entonces 1 ≤ 1+4rsen2 θ

2
≤ 1+4r

De esto se tiene la desigualdad

0 <
1

1+4r
≤ 1

1+4rsen2 θ
2

≤ 1

es decir

0 < g ≤ 1 < 1+∆tθ

Esta última desigualdad es la condición de estabilidad de von Neumann, por consi-
guiente el esquema de Euler retrasado es estable sin restricciones. Asi, por el Teorema de

Lax, el esquema es convergente.
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Figura 3.15: BTCS, r = 0.2,0.5,1.0, 2.0
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Figura 3.16: BTCS, r = 0.5
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Figura 3.17: BTCS, r = 1.0
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Figura 3.18: BTCS, r = 2.0

La figura (3.15) muestra los valores del factor de amplificación (3.114) para r =

0.2, 0.5, 1.0, 2.0 que se encuentran dentro de la región de estabilidad. Las figuras (3.16),

(3.17) y (3.18) muestran los valores del factor de amplificación en coordenadas polares
para radio r = 0.5, 1.0, 2.0 respectivamente que caen dentro de la región de estabilidad

|g|= 1.

4.2. Esquema Crank-Nicolson

Una alternativa de un esquema implícito para aproximar (3.1) es el esquema de Crank-
Nicolson que se obtiene promediando los esquems BTCS y FTCS.

vn+1
j − vn

j

∆t
=

1
2

α
vn+1

j+1 −2vn+1
j + vn+1

j−1

(∆x)2 +
1
2

α
vn

j+1 −2vn
j + vn

j−1

(∆x)2 . (3.115)

Observar que este esquema evalúa la derivada espacial como el promedio de los n y n+1

niveles de tiempo, es decir, en el nivel (n+ 1/2) de tiempo. Si desarrollamos Taylor en
el nodo ( j,n+1/2), el esquema (3.115) es consistente con (3.1) con un error de trunca-

miento O(∆t)2+O(∆x)2. Esta es una considerable modificación de los esquemas BTCS
y FTCS que son solo de primer orden de precisión en el tiempo.

Para generar un algoritmo, la ecuación (3.115) puede escribirse en la forma

−0.5rvn+1
j−1 +(1+ r)vn+1

j −0.5rvn+1
j+1 = 0.5rvn

j−1 +(1− r)vn
j +0.5rvn

j+1 (3.116)

Este esquema utiliza 6 puntos de la malla, (x j−1, tn), (x j, tn), (x j+1, tn), (x j−1, tn+1), (x j, tn+1),

(x j+1, tn+1) y luego utilizaremos la serie de Taylor en dos variables.

168

Esquemas implícitos



Luis Lara - Zenner Chávez - José Castañeda

170

4 Esquemas implícitos

Para analizar la consistencia del esquema de Crank-Nicolson, utilizamos una función

φ suficientemente diferenciable, luego utilizamos la serie de Taylor en dos dimensio-

nes para escribir los valores φ(x j−1, tn), φ(x j, tn), φ(x j+1, tn), φ(x j−1, tn+1), φ(x j, tn+1) y

φ(x j+1, tn+1) en el punto (x j, tn+ 1
2
).

En efecto: Por simplicidad denotamos por (x, t) el punto (x j, tn+ 1
2
), tenemos que el

operador diferencial discretizado Ln
jφ es dado por:

Ln
jφ =

φ n+1
j −φ n

j

∆t
− 1

2
α

φ n+1
j+1 −2φ n+1

j +φ n+1
j−1

∆x2 − 1
2

α
φ n

j+1 −2φ n
j +φ n

j−1

∆x2 (3.117)

donde, φ n
j = ( j∆x,n∆t).

Las series de Taylor son

φ(x−∆x, t − ∆t

2
) = φ(x, t)−∆xφx(x, t)−

∆t

2
φt(x, t)+

1
2!

∆x2φxx(x, t)+

∆t

2
∆xφxt(x, t)+

1
2!

(
∆t

2

)2

φtt(x, t)−
∆x3

3!
φxxx(x, t)−

(∆t
2

)3

3!
φttt(x, t)−

(∆t
2

)2

2!
∆xφxtt(x, t)−

(∆t
2

)

2!
∆x2φxxt(x, t)+

O(∆t)4+O(∆x)4 +O(∆t3∆x)+O(∆t∆x3)+O(∆t2∆t2).

Utilizando la notación discreta, eliminando las notaciones del punto (x, t) tenemos que la

serie anterior se escribe como

φ n
j−1 = φ n+ 1

2
j −∆xφx −

∆t

2
φt +

1
2!

∆x2φxx +
∆t

2
∆xφxt +

1
2!

(
∆t

2

)2

φtt

−∆x3

3!
φxxx −

(∆t
2

)3

3!
φttt −

(∆t
2

)2

2!
∆xφxtt −

(∆t
2

)

2!
∆x2φxxt (3.118)

+O(∆t)4+O(∆x)4 +O(∆t3∆x)+O(∆t∆x3)+O(∆t2∆x2)

Ahora el término φ(x j, tn) se aproxima por Taylor en (x j, tn+ 1
2
) obteniendo

φ n
j = φ n+ 1

2
j − ∆t

2
φt +

1
2!

(
∆t

2

)2

φtt −
(∆t

2

)3

3!
φttt +O(∆t)4 (3.119)

Asi también el valor φ(x+∆x, t −∆t/2) se expresa como

φ n
j+1 = φ n+ 1

2
j +∆xφx −

∆t

2
φt +

1
2!

∆x2φxx −
∆t

2
∆xφxt +

1
2!

(
∆t

2

)2

φtt

+
∆x3

3!
φxxx −

(∆t
2

)3

3!
φttt +

(∆t
2

)2

2!
∆tφxtt −

(∆t
2

)

2!
∆x2φxxt (3.120)

+O(∆t)4+O(∆x)4 +O(∆t3∆x)+O(∆t∆x3)+O(∆t2∆x2)
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Nuevamente el valor φ(x−∆x, t +∆t/2) es expresado como

φ n+1
j−1 = φ n+ 1

2
j −∆xφx +

∆t

2
φt +

1
2!

∆x2φxx −
∆t

2
∆xφxt +

1
2!

(
∆t

2

)2

φtt

− ∆x3

3!
φxxx +

(∆t
2

)3

3!
φttt −

(∆t
2

)2

2!
∆xφxtt +

(∆t
2

)

2!
∆x2φxxt (3.121)

+O(∆t)4+O(∆t)4+O(∆x∆t3)+O(∆x3∆t)+O(∆x2∆t2)

Ahora el valor φ(x j, tn+1) se aproxima por Taylor en (x j, tn+ 1
2
) obteniendo

φ n+1
j = φ n+ 1

2
j +

∆t

2
φt +

1
2!

(
∆t

2

)2

φtt +

(∆t
2

)3

3!
φttt +O(∆t)4 (3.122)

Finalmente, el valor φ(x j+1, tn+1)

φ n+1
j+1 = φ n+ 1

2
j +∆xφx +

∆t

2
φt +

1
2!

∆x2φxx +
∆t

2
∆tφxt +

1
2!

(
∆x

2

)2

φtt

+
∆x3

3!
φxxx +

(∆t
2

)3

3!
φttt +

(∆t
2

)2

2!
∆xφxtt +

(∆t
2

)

2!
∆x2φxxt (3.123)

+O(∆t)4+O(∆x)4+O(∆x∆t3)+O(∆x3∆t)+O(∆x2∆t2)

Ahora construyamos por partes el operador discreto Ln
jΦ dado en (3.117)

Utilizando las series (3.119) y (3.122) tenemos

φ n+1
j −φ n

j

∆t
= φt +2

(∆t
2

)2

3!
φttt +O(∆t)4 = φt +O(∆t)2 (3.124)

Nuevamente, utilizando las series (3.118), (3.119) y (3.120) tenemos

φ n
j−1 −2φ n

j +φ n
j+1

∆x2 = φxx +O(∆x)2 (3.125)

Y de las series (3.121), (3.122) y (3.123) tenemos

φ n+1
j−1 −2φ n+1

j +φ n+1
j+1

∆x2 = φxx +O(∆x)2 (3.126)

Sumando las fórmulas (3.125) y (3.126) previamente multiplicadas por α/2 y sustraer
de (3.124) obtenemos el operador discreto

Ln
jφ = φt −α2φxx +O(∆t)2+O(∆x)2 = Lφ n

j +O(∆t)2+O(∆x)2 (3.127)
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Esta última ecuación puede ser escrita como

Lφ n
j −Ln

jφ = O(∆t)2+O(∆x)2 (3.128)

De la ecuación (3.128) concluimos que Lφ n
j −Ln

jφ → 0, cuando ∆t → 0 y ∆x → 0. Por

lo que el esquema de Crank-Nicolson es consistente con la ecuación diferencial parcial
de difusión, así como en la misma ecuación (3.128) vemos que el esquema tiene orden

de precisión (2,2). Para analizar la estabilidad nuevamente utilizamos el criterio de von
Neumann en el esquema

vn+1
j − vn

j

k
=

1
2

α
vn+1

j+1 −2vn+1
j + vn+1

j−1

h2 +
1
2

α
vn

j+1 −2vn
j + vn

j−1

h2

Sea r = α∆t ∆x−2. Sustituyendo gnei jθ por vn
j obtenemos

gn+1ei jθ −gnei jθ =
1
2

r
[
gn+1ei( j+1)θ −2gn+1ei jθ +gn+1ei( j−1)θ

]
+

1
2

r
[
gnei( j+1)θ −2gnei jθ +gnei( j−1)θ

]

Simplificando el término gnei jθ en la ecuación anterior se obtiene

g−1 =
1
2

r
(

geiθ −2g+ge−iθ
)
+

1
2

r
(

eiθ −2+ e−iθ
)

(3.129)

Entonces la ecuación (3.129) se transforma en

g = 1−2grsen2 θ
2
−2rsen2 θ

2

de donde obtenemos el factor de amplificación

g =
1−2rsen2 θ

2

1+2rsen2 θ
2

(3.130)

La condición de estabilidad exige que |g(θ)| ≤ 1, lo cual es cierto para cualquier θ , r >

0. Así el esquema es incondicionalmente estable y por el teorema de Lax, [7],[10],[?],

es convergente. Debido al orden de precisión temporal de segundo orden, el esquema
de Crank-Nicolson es un muy popular esquema para resolver ecuaciones diferenciales

parciales.
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4.3. Esquemas semi-implícitos

Una generalización de (3.115) puede ser obtenida escribiendo

∆vn+1
j

∆t
= α[(1−β )Lxxvn

j +βLxxvn+1
j ], (3.131)

donde ∆vn+1
j = vn+1

j − vn
j , 0 ≤ β ≤ 1. Si β = 0 se tiene el esquema FTCS. Si β = 0.5 se

obtiene el esquema de Crank-Nicolson y si β = 1 se obtiene el esquema BTCS.

Un análisis de estabilidad de von Neumann para (3.131) indica que la solución es
estable si

∆t ≤ 0.5(∆x)2

α(1−2β )
(3.132)

para el caso 0 ≤ β ≤ 0.5, y no hay restricciones si 0.5 ≤ β ≤ 1.
Puede notarse que el esquema de Crank-Nicolson está en la frontera del régimen de

estado incondicionalmente. Para muchos problemas de fluídos estables, este esquema es
eficiente, por ejemplo, para problemas de transporte.
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Figura 3.19: Crank-Nicolson
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Figura 3.20: Crank-Nicoloson, radio = 0.5
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Figura 3.21: Factor de amplificación
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Figura 3.22: Factor de amplificación

Crank-Nicolson, Polares r = 2.0

En la figura (3.19) se muestra el factor de amplificación del esquema (3.115) para

los números de difusión de r = 0.5, 1.0, 2.0, 4.0, los cuales caen dentro de la región de

estabilidad.

En las figuras (3.20), (3.21) y (3.22) se muestra el factor de amplificación del esquema

(3.115) graficado en coordenadas polares para números de difusión r = 0.5, 1.0, 2.0.

3.5. Estabilidad de esquemas de diferencias finitas

Los conceptos de convergencia, consistencia y estabilidad se llevan a cabo sin cambios

cuando generalizamos, como la definición de precisión; el principal cambio tiene ver con

el aumento en la complejidad de los esquemas, sobre todo los esquemas implícitos. Hay

muchos esquemas para sistemas multidimensionales que sirven para varias aplicaciones,

tales como el análisis de flujo de un avión en ingeniería aeronáutica, predicciones numé-

ricas del clima en metereología y reservas de petróleo en geologia. No podemos presentar

esquemas particulares para estas aplicaciones, pero las ideas que nosotros introducimos

son útiles en cada uno de estas áreas.

Discutiremos la ecuación de convección unidimensional y la ecuación difusión, y

mostramos ahora cuánto de lo que dijimos se lleva a cabo para sistemas de la forma

ut +A ux = 0 (3.133)

y

ut = B uxx (3.134)
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donde u es un vector de funciones de dimensión d y A y B son matrices de orden d ×
d. Para que el sistema (3.133) sea hiperbólico la matriz A debe ser diagonalizable con

autovalores reales, y para que (3.134) sea parabólico todos los autovalores de la matriz B

deben tener parte real positiva.

Casi todo lo que hemos hecho para ecuaciones escalares lo extendemos para sistemas

de ecuaciones. Por ejemplo, las derivaciones del esquema Lax-Wendroff para la ecuación

de la onda unidimensional y el esquema Crank-Nicolson para la ecuación de convección y

la ecuación del calor no requieren cambios cuando lo aplicamos a sistemas de ecuaciones

donde se reemplaza a por A y α por B, respectivamente. La principal diferencia está en la

prueba para la estabilidad.

En la prueba de estabilidad para esquemas de un paso para sistemas no obtenemos

un factor de amplificación escalar, sino un factor de amplificación dada por una matriz

G. La matriz de amplificación es obtenida haciendo la sustitución de Gn ei j θ por vn
j . La

condición para la estabilidad es que para cada T > 0, existe una constante CT tal que para

0 ≤ nk ≤ T , tenemos

�Gn� ≤CT (3.135)

Una gran simplificación para ayudar a analizar (3.135) para sistemas hiperbólicos

ocurren cuando el esquema tiene G como una función polinomial o racional de la matriz

A (e.g. los esquemas de Lax-Wendroff o Crank-Nicolson). Entonces, la misma matriz que

diagonaliza la matriz A en (3.135) diagonaliza G, y la estabilidad del esquema depende

solo de la estabilidad de las ecuaciones escalares

ut +at ux = 0 (3.136)

donde at son los autovalores de A. Para el esquema Lax-Wendroff , la condición de esta-

bilidad para (3.133) es |atλ | ≤ 1 para i = 1, ...,d.

Similares métodos pueden ser aplicados a sistemas parabólicos, especialmente para

esquemas disipativos con α constantes. La matriz que transforma la matriz B en una ma-

triz triangular superior puede también ser usada para convertir G en una matriz triangular

superior.

Para cada uno de estos casos, si G =UG̃U−1, entonces Gn =UG̃nU−1 y así

�Gn� ≤ �U��U−1��G̃n�. (3.137)

Esto implica que la estimación (3.135) será satisfecha para G si una estimativa similar se

tiene para G̃.

Para esquemas generales la situación no es muy buena. Una condición necesaria para

la estabilidad es

|gν |= 1+K∆t (3.138)
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para cada autovalor gν de G, pero esto no es suficiente en general.

5.0.1 Ejemplo.-

Un ejemplo un poco artificial en el cual la condición (3.138) no es suficiente para la

estabilidad es obtenida considerando el sistema

u1
t = 0

u2
t = 0

con un esquema de primer orden de precisión

v1 n+1
j = v1 n

j − r (v2 n
j+1 −2v2 n

j + v2 n
j−1)

v2 n+1
j = v2 n

j

La matriz de amplificación es

G =

�
1 4rsen2 1

2θ
0 1

�

y asi

Gn =

�
1 4nrsen2 1

2θ
0 1

�

Puesto que �Gn� para θ igual a π no es acotado, concluimos que el esquema no es estable.

3.6. Implementación numérica

Esta sección está dedicada a la implementación numérica de los esquemas de dife-

rencias finitas para el problema de conducción del calor unidimensional analizado en la

sección anterior. Haciendo un estudio comparativo de los esquemas, resolviendo el mismo

problema bajo condiciones similares y para los mismos valores de los parámetros.

Para ello utilizamos el problema siguiente

(P)





ut = α2uxx, 0 < x < L , t > 0

u(0, t) = g1(t), t > 0

u(L, t) = g2(t), t > 0

u(x,0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ L

Sea L= 1 y sea h= L/N el espacio entre puntos de la malla. Como en algunos casos la

estabilidad depende de ∆x y ∆t (el espacio entre los puntos temporales) la implementación

se realizará para algunos valores del parámetro r = α2∆t/∆x2
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Comenzaremos implementando el esquema implícito de Euler retrasado, para ello

lo escribimos en la forma

−rvn+1
j−1 +(1+2r)rn+1

j − rvn+1
j+1 = vn

j (3.139)

Escribiendo (3.139) para j = 1, . . .N − 1 aparece un sistema de N − 1 ecuaciones con

N +1 incógnitas

−rvn+1
0 +(1+2r)vn+1

1 − rvn+1
2 = vn

1

−rvn+1
1 +(1+2r)vn+1

2 − rvn+1
3 = vn

2
...

−rvn+1
i−1 +(1+2r)vn+1

i − rvn+1
i+1 = vn

i
...

−rvn+1
N−2 +(1+2r)vn+1

N−1 − rvn+1
N = vn

N−1

Observamos que en este sistema de ecuaciones, los valores −rvn+1
0 en la ecuación

j = 1 y −rvn+1
N en la ecuación j = N−1 son conocidas, por lo que deberían pasar al lado

derecho de la ecuación. Esto hace que el sistema resultante sea cerrado, es decir solo tiene

N −1 incógnitas, el cual puede ser escrito, para cada n en forma matricial como

AUn+1 = bn (3.140)

donde A es una matriz tridiagonal de orden (N −1)× (N −1)

A =




1+2r −r 0 . . . 0 0

−r 1+2r −r . . . 0 0
...
...

0 0 −r 1+2r −r

0 0 −r 1+2r




mientras que Un+1 y bn son vectores de orden (N −1)×1

Un+1 =




vn+1
1

vn+1
2
...

vn+1
i
...

vn+1
N−2

vn+1
N−1




y bn =




vn
1 + rvn+1

0

vn
2
...

vn
i
...

vn
N−2

vn
N−1 + rvn+1

N



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Para resolver el sistema (3.140), se puede utilizar eliminación Gaussiana, asi como

también factorización lu. Para ello consideremos el sistema tridiagonal general de la for-

ma

A =




d1 c1 0 . . . 0 0

a1 d2 c2 . . . 0 0
...
...

0 0 aN−3 dN−2 cN−2

0 0 0 aN−2 dN−1







vn+1
1

vn+1
2
...

vn+1
i
...

vn+1
N−2

vn+1
N−1




=




b1

b2
...

bi

...

bN−2

bN−1




de tal manera que sea diagonal dominante, es decir se cumple

|di|> |ci|+ |ai−1|,

El hecho de que una matriz sea diagonal dominante, es suficiente para usar eliminación

Gaussiana sin pivotamiento y factorización lu. El sistema (3.140) es un sistema diagonal

dominante.

La factorización lu de la matriz tridiagonal A se puede esquematizar en la siguiente

forma



d1 c1 0 . . . 0 0
a1 d2 c2 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.
0 0 aN−2 dN−1 cN−1
0 0 0 aN−1 dN




=




1 0 0 . . . 0 0
l1 1 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.
0 0 lN−2 1 0
0 0 0 lN−1 1







u1 c1 0 . . . 0 0
0 u2 c2 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.
0 0 0 uN−2 cN−1
0 0 0 0 uN




Supongamos que los elementos de la matriz tridiagonal se guardan en tres vectores

columnas d, c y a, con los que obtendremos los vectores que conforman las matrices l y

u, entonces el algoritmo para la factorización seria el siguiente:

LET u1 = d1

DO i = 2 , N

l(i-1) = a(i-1)/u(i-1)

u(i) = d(i) - l(i-1)*c(i-1)
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END DO

Luego se resuelve el sistema, calculando U a partir de l y de u, primeramente se resuelve

el sistema triangular
lY = B

por sustitución progresiva

LET y1 = b1

DO i = 2 , N

yi = bi-l(i-1)*y(i-1)

END DO

Finalmente, se resuelve el sistema
uU = Y

por sustitución hacia atrás

LET V(N) = y(N)/u(N)

DO i = N-1 , 1

V(i) = (y(i)-c(i)*V(i+1))/u(i)

END DO

Este proceso es ejecutado para obtener Un+1 y se repite para cada nivel el algoritmo
para hallar la solución del problema.

A continuación, implementamos el esquema implícito de Crank-Nicolson. Para ello,

escribimos el esquema en la forma

−rvn+1
j−1 +(2+2r)vn+1

j − rvn+1
j+1 = rvn

j+1 + rvn
j−1 +(2−2r)vn

j (3.141)
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Observamos que este esquema de diferencias, al igual que el anterior, genera un sistema

de N −1 ecuaciones con N −1 incógnitas que puede ser escrito en forma matricial como

AUn+1 = bn (3.142)

donde A es una matriz tridiagonal de orden (N −1)× (N −1)

A =




2+2r −r 0 . . . 0 0
−r 2+2r −r . . . 0 0

...

...

0 0 −r 2+2r −r

0 0 −r 2+2r




mientras que Un+1 y bn son vectores de orden (N −1)×1

Un+1 =




vn+1
1

vn+1
2
...

vn+1
i
...

vn+1
N−2

vn+1
N−1




y

bn =




rvn
−0 +(2−2r)vn

1 + rvn
2 + rvn+1

0

rvn
1 +(2−2r)vn

2 + rvn
3

...
rvn

j−1 +(2−2r)vn
j + rvn

j+1
...

+rvn
N−3 +(2−2r)vn

N−2 + rvn
N−1

+rvn
N−2 +(2−2r)vn

N−1 + rvn
N + rvn+1

N




Para resolver el sistema (3.142), se puede seguir los mismos pasos que se hizo al

resolver el sistema tridiagonal obtenido por el método de Euler retrasado
La implementación del esquema de Du Fort-Frankel es simple porque es un esque-

ma explícito de paso múltiple, por consiguiente, este esquema se ejecutará a partir del

segundo nivel de tiempo, necesitando para ello los valores en los niveles n = 0 (que es
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la condición inicial) y n = 1, el cual puede ser obtenido, ejecutando una única vez un

esquema de un solo paso, como por ejemplo el esquema de Euler progresivo o (FTCS)

vn+1
j = (1−2r)vn

j + r(vn
j+1 + vn

j−1), j = 1, . . .N −1, n = 0 (3.143)

A continuación , los valores en el nivel n+1 se calculan por la fórmula

vn+1
j =

(
2r

1+2r

)(
vn

j+1 + vn
j−1

)
+

(
1−2r

1+2r

)
vn−1

j , j = 1, . . . ,N −1, n ≥ 1

(3.144)

Presentaremos resultados obtenidos por los tres esquemas en las mismas condiciones,
luego se hace una comparación con la solución exacta, a fin de observar sus propiedades
presentadas en el análisis teórico. Para ello, consideramos el valor α = 1, las condiciones

de contorno
g1 = 0 g2 = 0

y la condición inicial
u0(x) = sen(πx), 0 < x < 1

cuya solución exacta es conocida

u(x, t) = e−π2t sen(πx)

Esto nos permite calcular el error cometido en la implementación de cada esquema, en el
n-esimo nivel, con la norma l2,∆x,

�en�2
2 = h

N

∑
j=0

|vn
j −un

j |2

donde un
j = u( jh,nk). Hacemos énfasis que solo en este caso, el primer paso del esquema

de Du Fort Frankel es calculado con la solución exacta, de esta forma el error que aparece

en la siguiente tabla es un error del método mismo, y no de una combinación de dos
métodos

También presentaremos resultados para diferentes valores del parámetro r y de alli se
obtendrá el valor de k = h2/r y si fijamos el valor que deseamos alcanzar T , entonces el
número total de pasos en el tiempo se calcularán por la fórmula Kmax = T/k.

Por ejemplo, los resultados que se presentan en las figuras (3.23), (3.24) y (3.25), se
obtuvieron con ∆x = 0.1, T = 0.1, r = 1. Observemos que se presentan las soluciones

aproximadas comparadas ( líneas continuas ) con la solución exacta ( líneas trazadas ),
también se presenta el el error obtenido en el tiempo T con la norma de l2 de las funciones
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discretas. Es natural observar que el esquema de Crank-Nicolson es más preciso por tener

una orden de precisión (2,2) a diferencia del esquema Euler retrasado que tiene orden de

precisión (1,2), y de Du Fort-Frankel que es de orden (2,2); pero con la condición de k

va para cero mucho mas rápido que h.

Esquema r error=‖e‖2

Euler Retrasado 1.0 0.01437

Crank-Nicolson 1.0 0.001933

Du Fort-Frankel 1.0 0.02303
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Figura 3.23: Du Fort-Frankel
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Figura 3.24: BTCS o Euler retrazado
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Figura 3.25: Crank-Nicolson

3.7. Aplicaciones

Esta sección está dedicada a la presentación de los esquemas de diferencias finitas

para el problema de conducción de calor unidimensional analizados en su estabilidad y
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consistencia en la sección anterior. Hacemos un estudio comparativo de los esquemas

resolviendo el mismo problema bajo condiciones similares y dependencia de los paráme-
tros.

Presentamos resultados obtenidas con los esquemas de diferencias en las mismas con-
diciones, luego se hace una comparación con la solución exacta, a fin de observar sus
propiedades presentadas en el análisis teórico. Para ello, consideramos el siguiente pro-

blema

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2 , 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0

u(x,0) = sen(πx), 0 ≤ x ≤ 1

cuya solución exacta es conocida

u(x, t) = e−π2tsen(πx).

Tomamos los datos h = 0,1, α = 1 y r = 1.0
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 Tmax=0.1, h=0.1, alfa=1, r=0.5

e
je

 y

FTCS − Solucion exacta

Figura 3.26: T = 0.1, h = 0,1, r = 0,5
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du Fort−Frankel − Solucion exacta

Tmax=0.1,h=0.1,alfa=1,r=1

Figura 3.27: T = 0.1, r = 1
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Figura 3.28: T = 0.1, r = 1

Varios esquemas de diferencias finitas fueron usados para representar la ecuación mo-
delo (3.1) en las secciones previas. Es sumamente importante experimentar con la aplica-

ción de estas técnicas numéricas. Se espera que escribiendo en código de computadora y
analizando los resultados, se obtengan visiones adicionales en los procedimientos de so-
lución. Por consiguiente, esta sección propone un ejemplo y soluciones del presente por

los varios métodos. Además, animamos a los lectores a desarrollar este tipo de ejemplos
desde que uno gana valiosa experiencia escribiendo en código propio en la computadora

y superando las dificultades en el proceso.
Como un primer ejemplo, considerar un fluido acotado por dos placas paralelas ex-

tendidas al infinito tal que ningún efecto se encuentra en el infinito. Las paredes del plano
y el fluido son inicialmente iguales. Ahora, la pared más baja se acelera de repente en la

dirección del eje X. Un sistema de coordenadas espacial es seleccionado tal que la pared
más baja incluya al plano xz para el cual el eje Y es perpendicular. El espaciamiento entre
los dos planos es denotado por L.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para este problema pueden expresarse como

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂y2 (3.145)

donde α es la viscosidad cinemática del fluido. Se requiere computar el perfil de velo-

cidades u = u(y, t). Las condiciones iniciales y de frontera para este problema son como
sigue:

(a) Condiciones iniciales

t=0 , u =U0 para y = 0
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u = 0 para 0 < y < L

(b)Condiciones de frontera

t ≥ 0, u =U0 para y = 0

u = 0 para y = L

El fluido es aceite con una viscosidad cinemática de 0.000217m2/s, y el espacio entre los

planos es de 40mm. La velocidad de la pared inferior es especificada como U0 = 40m/s.
La solución para la velocidad es obtenida para 1.08 segundos.

−0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
−10

−5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

Y(M)

U
(
M

/S
E

C
)

Perfil de velocidad obtenido por el esquema FTCS, dy=0.001,dt=0.002

t=1.08 seg

t=0.0 seg

Figura 3.29: FTCS

−0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
−10

−5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

t=0.0

t=1.08

Y(M)

U
(
M

/S
E

G
)

Perfil de velocidades obtendia por el esquema Du Fort−Frankel

Figura 3.30: Du Fort-Frankel

En las figuras (3.29) y (3.30)se muestra los perfiles de velocidad para la función u.

Otro ejemplo es cuando se tienen fronteras aisladas, donde los extremos de una barra
se pueden aislar de modo que el calor no pueda escapar ni entrar por los extremos. Sin

embargo, esto conduce a un problema trivial puesto que si la barra inicialmente tiene una
temperatura de 1000C grados centígrados y si el calor no puede escapar ni entrar por los
extremos o por la superficie, entonces la temperatura ciertamente permanecerá a 1000C

grados centígrados todo el tiempo.
Para tener un problema no trivial tendríamos que asumir que la temperatura inicial no

es constante. Asumamos por tanto que la barra está aislada en ambos extremos como tam-
bién en la superficie, pero que la distribución de la temperatura inicial está específicada

por alguna función f (x) donde 0 < x < L.
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Formulación matemáticas. Usamos la ecuación diferencial

∂u

∂ t
= α

∂ 2u

∂x2

en las fronteras tenemos que la cantidad de calor que atraviesa el extremo x = 0 es propor-
cional a la derivada parcial de la temperatura de u respecto a x en x = 0, esto es, ∂u

∂x
(0, t).

Así, si en el extremo x = 0, la barra está aislada, significa que ningún calor atraviesa
este extremo, de modo que ∂u

∂x
(0, t) = 0. Similarmente el extremo derecho en x = L, la

temperatura de la barra está aislada, esto es, ∂u
∂x
(L, t) = 0.

La condición inicial está dada por la función

f (x) =

{
60 , 0 ≤ x ≤ 50
40 , 50 < x ≤ 100

La solución exacta obtenida por el método de separación de variables para α = 0.16
es

u(x, t) = 50+Σ∞
n=1

{
40
nπ

sen
nπ
2

}
e−16,10−6n2π2t cos(

nπx

100
) (3.146)
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CAPÍTULO 4

LA ECUACIÓN DEL TRANSPORTE

4.1. Ley de conservación de masa

Sea ρ > 0 la densidad de concentración de un contaminante que se difunde en un

medio poroso(porción del espacio ocupada por un material) homogéneo(en el cual la po-

rosidad es independiente donde se calcula su valor) y que es transportado por un fluido a

velocidad a. Entonces se cumple la ley de conservación de masa.

Supongamos que un tubo circular delgado de longitud L coincide con el eje X en el

intervalo [0,L], además en la sección transversal las propiedades como la concentración

de masa y velocidad son constantes. También se supone que el flujo dentro del tubo es solo

en la dirección del eje X . Ahora sea ρ(x, t) la densidad de concentración del contaminante

en el punto x y en el tiempo t. En la sección transversal, de x1 a x2 la masa total está dada

por

masa en [x1,x2] en el tiempo t =
∫ x2

x1

ρ(x, t)dx (4.1)

Suponiendo además que las paredes del tubo son impermeables y que la masa no se crea

ni se destruye, por lo tanto, la masa en el volumen de control puede cambiar únicamente

por el flujo de un extremo x1 y el otro extremo x2. Por lo tanto, el flujo de la concentración

ρ en el punto (x, t) está dado por

f lu jo de masa en (x, t) = a(x, t)ρ(x, t) (4.2)

donde a(x, t) es la velocidad de concentración. Por lo tanto

variacion de la masa en [x1,x2] = f lu jo en (x1, t) − f lu jo en (x2, t)
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es decir
d

dt

∫ x2

x1

ρ(x, t)dx = ρ(x1, t)a(x1, t)−ρ(x2, t)a(x2, t) (4.3)

que es la forma integral de la ley de conservación de masa.
El lado derecho de (4.3) se puede escribir como

−
∫ x2

x1

∂
∂x

(ρ(x, t)a(x, t))dx = ρ(x1, t)a(x1, t)−ρ(x2, t)a(x2, t) (4.4)

llamado flujo convectivo o adventivo en el volumen [x1,x2].
Luego la ecuación (4.3) se puede escribir como

∫ x2

x1

d

dt
ρ(x, t)dx+

∫ x2

x1

∂
∂x

(ρ(x, t)a(x, t))dx = 0 (4.5)

de donde ∫ x2

x1

{ d

dt
ρ(x, t)+

∂
∂x

(ρ(x, t)a(x, t))}dx = 0 (4.6)

la cual es válida para todo x en el intervalo [x1,x2], para t > 0. Luego se concluye que el
integrando es idénticamente cero, es decir

d

dt
ρ(x, t)+

∂
∂x

(ρ(x, t)a(x, t)) = 0 (4.7)

que es la forma diferencial de la ley de conservación.

Si consideramos la velocidad del fluido a(x, t) constante se tiene

d

dt
ρ(x, t)+a

∂
∂x

ρ(x, t) = 0, (4.8)

la cual se conoce con el nombre de ecuación de convección.

Si además del flujo convectivo a(x, t)ρ(x, t) consideramos el flujo difusivo como pro-
porcional al gradiente de concentración del contaminante, es decir, se cumple que

f lu jo di f usivo =−∂Q

∂x

Usando la ley de Darcy 1 el flujo se escribe como

Q =−α
∂ρ
∂x

(4.9)

1El caudal drenado Q volumen por unidad de tiempo es proporcional a una sección transversal A,
proporcional a la diferencia de alturas H e inversamente proporcional a la longitud de la sección L, es-
to es Q = k

A(h1−h2)
L

donde k conductividad hidráulica. Esta ley se puede expresar en forma diferencial
Q = k ∂h

∂x
dydz
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donde α es el coeficiente de dispersión. Entonces

−∂Q

∂x
=−

∂ (−α ∂ρ
∂x
)

∂x
= α

∂ 2ρ
∂x2 (4.10)

Si además consideramos una fuente generada por absorción(proceso no estacionario, el

cual hace crecer o decrecer la cantidad de sustancia disuelta y tiende a nivelar los perfiles

de concentración en el medio en movimiento) la concentración del contaminante, la ley de

conservación de masa puede ser escrita como Tasa de cambio de la concentración dentro

del volumen de control = flujo convectivo en el volumen de control + flujo difusivo en el

volumen de control ± fuente y sumideros

∂ρ
∂ t

+a
∂ρ
∂x

= α
∂ 2ρ
∂x2 +g (4.11)

Esta ecuación es llamada ecuación del transporte como combinación de convección y

difusión o también es llamada ecuación de Burger lineal viscosa.

En adelante usaremos la notación u en lugar de ρ para tratar problemas más generales.

Enseguida examinaremos en su consistencia, estabilidad y convergencia algunos de

los esquemas de diferencias finitas para la ecuación del transporte como son los esquemas

FTCS, Upwind, Du Fort-Frankel, Lax Wendroff y Crank-Nicolson, que fueron investiga-

dos previamente para la ecuación de convección y difusión.

4.2. Esquemas explícitos

2.1. Esquema FTCS

Recordar que el esquema FTCS para la ecuación de convección es inestable para todo

valor del número de Courant Cr y condicionalmente estable para la ecuación de difusión

para los números de difusión r ≤ 0.5.

Ahora si aplicamos el esquema FTCS a la ecuación del transporte (4.11) tenemos

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= α

vn
j−1 −2vn

j + vn
j+1

(∆x)2 (4.12)

el cual, como un algoritmo, puede ser escrito como

vn+1
j = (r+0.5Cr)v

n
j−1 +(1−2r)vn

j +(r−0.5Cr)v
n
j+1 (4.13)
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j = 0, ...,N, n = 0, ...Tmax, y r = α∆t/(∆x)2 Cr = a∆t/∆x. donde la matriz asociada

al esquema es



r+0.5Cr 1−2r r−0.5Cr 0 . . . 0 0

0 r+0.5Cr 1−2r r−0.5Cr . . . 0 0

0 0 r+0.5Cr 1−2r . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . . r−0.5Cr 0

0 0 0 0 1−2r r−0.5Cr




Si en el problema consideramos condiciones de frontera de Dirichet nulas, entonces la
matriz resultante es una matriz tridiagonal de orden (N −1)× (N−1) de la forma




1−2r r−0.5Cr 0 . . . 0 0
r+0.5Cr 1−2r r−0.5Cr . . . 0 0

0 r+0.5Cr 1−2r . . .
...

...
...

...
... . . .

...
...

...
. . . 1−2r r−0.5Cr

0 0 0 r+0.5Cr 1−2r




El desarrollo de la serie de Taylor alrededor del nodo ( j,n)-ésimo indica que (4.13) es

puntualmente consistente con (4.11) con un error de truncamiento de orden O(∆t,∆x2).
Para probar esto consideremos una función φ suficientemente diferenciable y

desarrollemos la serie de Taylor de φ en el nodo ( j,n)

φ n+1
j = φ n

j +∆tφt +
(∆t)2

2!
φtt +O(∆t)3 (4.14)

φ n
j+1 = φ n

j +∆xφx +
(∆x)2

2!
φxx +

(∆x)3

3!
φxxx +O(∆x)4 (4.15)

φ n
j−1 = φ n

j −∆xφx +
(∆x)2

2!
φxx −

(∆x)3

3!
φxxx +O(∆x)4. (4.16)

Reemplazando (4.14), (4.15) y (4.16) en (4.13) obtenemos el operador discreto evaluado
en el nodo ( j,n)

Ln
j φ = φt +O(∆t)+aφx+O(∆x)2 −αφxx +O(∆x)2 (4.17)
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y el operador diferencial continuo es de la forma

Lφ = φt +aφx −αφxx. (4.18)

De (4.17) y (4.18) obtenemos que

Lφ n
j −Ln

jφ = O(∆t)+O(∆x)2.

Por lo tanto
Lφ n

j −Ln
jφ → 0 , ∆x,∆t → 0.

Aplicamos el análisis de Fourier para determinar la estabilidad de esquema FTCS.
Para ello consideramos la transformada inversa de Fourier discreta para vn

j , vn
j−1 y vn

j+1

vn
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei j θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.19)

vn
j−1 =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei ( j−1)θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.20)

vn
j+1 =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei ( j+1)θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.21)

Ahora reemplazamos (4.19), (4.20) y (4.21) en (4.13)

vn+1
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
[(r+0.5Cr) e−iθ +(1−2r)+(r−0.5Cr) eiθ ] ei j θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.22)

Comparando esta fórmula con la fórmula de la transformada inversa discreta para vn+1

vn+1 =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei j θ v̂n+1(ξ )dξ (4.23)

y usando el hecho que la transformada de Fourier es única, deducimos que el integrando

de (4.22) es el mismo que el de la transformada inversa (4.23). Así tenemos que

v̂n+1(ξ ) = [(r+0.5Cr) e−i θ +(1−2r)+(r−0.5Cr) ei θ ] v̂n(ξ ) (4.24)

lo cual se puede expresar como

v̂n+1(ξ ) = g(θ) v̂n (4.25)

donde

g(θ) = (r+0.5Cr) e−i θ +(1−2r)+(r−0.5Cr) ei θ
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Aplicando la fórmula de Euler se tiene el factor de amplificación

g = 1−2r(1− cosθ)− iCr senθ . (4.26)

Observar que el método de Fourier es equivalente a reemplazar vn
j por la expresión gnei j θ ,

lo cual es conocido con el nombre de análisis de estabilidad de von Neumann.
Para tener una idea gráfica del comportamiento de los valores que toma el factor de

amplificación (4.26), lo parametrizamos en la forma
{

x = 1−2r(1− cosθ)
y =−Crsenθ

(4.27)

Es así que (4.27) se puede escribir en la forma

(x− (1−2r))2

(2r)2 +
y2

C2
r

= 1 (4.28)

la cual es una elipse de centro (1−2r,0) y semiejes 2r y Cr. Observe que el factor de am-

plificación (4.26) tiene parte real y parte imaginaria, entonces se requiere que el módulo
del factor de amplificación sea acotado para tener soluciones estables, es decir, se debe

tener que
|g|2 ≤ 1 (4.29)

En efecto

|g|2 = gg

= (1−2r(1− cosθ))2 +(Crsenθ)2

= 1−4r(1− cosθ)+4r2(1− cosθ)2 +C2
r sen2θ

= (4r2−C2
r )cos2 θ +4r(1−2r)cosθ +4r(r−1)+C2

r +1

por lo tanto

|g|2 = (4r2 −C2
r )cos2 θ +4r(1−2r)cosθ +4r(r−1)+C2

r +1 (4.30)

Esta última ecuación es cuadrática en la variable cosθ y representa una curva convexa
con un mínimo o una curva cóncava con un máximo.

Se puede demostrar que para tener una solución estable la función cuadrática |g|2 no
puede tener máximo global, es decir, la curva no puede ser cóncava. El procedimiento

matemático para demostrar esto es como sigue.
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Calculamos la primera derivada

d|g|2
d(cosθ)

= (4r2−C2
r )(2cosθ)+4r(1−2r) (4.31)

y la segunda derivada

d2|g|2
d(cosθ)2 = 2(4r2−C2

r ) (4.32)

para que la función |g|2 tenga un máximo la segunda derivada tiene que ser negativa, es

decir,
2(4r2−C2

r )< 0

Igualando a cero la ecuación (4.31) obtenemos los puntos críticos

cosθ =−2r(1−2r)

4r2 −C2
r

Reemplazando en (4.30) obtenemos el valor máximo

|g|2max =
C2

r (C
2
r −4r+1)

C2
r −4r2

Requerimos que el valor máximo de |g|2max debe ser menor que uno, es decir,

|g|2max ≤ 1

para que no salga de la región de estabilidad, con lo cual se obtiene que

(Cr
2 −2r)2 ≤ 0 (4.33)

Puesto que (C2
r − 2r)2 es siempre una cantidad positiva, la condición de estabilidad no

puede cumplirse; y la función cuadrática representada por (4.30) la cual corresponde a
una curva cóncava, no es posible que sea alcanzada. Es decir, |g|2max > 1. Concluimos que

la función |g|2 no es cóncava, pues si lo fuera tendría un valor mayor que uno.
Así se muestra que para una función cóncava donde

d2|g|2
d(cosθ)2 = 2(4r2 −C2

r )< 0

Una solución inestable se desarrollará debido al requerimiento que

(C2
r −2r)2 ≤ 0
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Así, la condición para la inestabilidad como puede verse en la figura (4.1) es

C2
r > 2r (4.34)
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C
2 >2r

|g|=1

Figura 4.1: Condición de inestabilidad FTCS

Por lo tanto, si la función cuadrática es convexa, la condición para la estabilidad está

dada por

C2
r ≤ 2r (4.35)
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Figura 4.2: Función convexa FTCS
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Figura 4.3: Condición-estabilidad FTCS
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Figura 4.4: Función cóncava FTCS
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Figura 4.5: Condición-inestabilidad FTCS

La condición requerida puede ser expresada en términos del tamaño de paso como

(a
∆t

∆x
)Cr ≤ 2α

∆t

(∆x)2

aCr ≤ 2α
1

∆x

es decir

a
∆x

α
≤ 2

Cr

Re ≤ 2
Cr

donde el número de Reynolds es Re= a∆x
α . Además, los extremos de cosθ es ±1 necesitan

ser considerados. De la ecuación (4.30), si cosθ =−1 tenemos

|g|2 = 16r2 −8r+1 ≤ 1 (4.36)

o

8r(2r−1)≤ 0 (4.37)

Así, 2r−1 ≤ 0 ó r ≤ 0.5

Finalmente, concluimos que las condiciones para la estabilidad son

r ≤ 0.5 o Re ≤ 2
Cr

(4.38)
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Note que la condición Cr ≤ 1, la cuál fue indicada por la consideración gráfica, es auto-

máticamente satisfecha por éstas dos condiciones y es fácilmente probada como sigue.

Recordar que el requerimiento para la estabilidad es

α
∆t

(∆x)2 ≤ 0.5 y a
∆x

α
≤ 2

Cr
(4.39)

multiplicando las dos condiciones obtenemos

(α
∆t

(∆x)2 )(a
∆x

α
) ≤ 1

2
2

Cr

a
∆t

∆x
≤ 1

Cr

Por lo tanto Cr ≤ 1.

Finalmente, podemos comparar el rango de estabilidad en el plano (r,Cr) para el es-

quema FTCS el cual es esquematizado en la figura (4.6)
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Figura 4.6: Estabilidad FTCS, (r,Cr)

El número adimensional de Peclet, Pe∆, que aparece en la figura (4.6), se define como

Pe∆ = |a|∆x

α
o Pe∆ =

Cr

r
que como observamos para tener estabilidad debe ser menor que

2. Observe que para r = 0, corresponde al caso de convección pura, el esquema FTCS es

inestable para todo Cr y θ .

En la figura (4.7) se muestra el factor de amplificación (4.26) para los parámetros Cr

y r. Para un Cr = 0.5 fijo variamos r con valores de 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y observamos que

195

Esquemas explícitos



EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. TEORÍA Y PRÁCTICA

197

2 Esquemas explícitos

las curvas generadas por el factor de amplificación (4.26) caen dentro de la región de

estabilidad |g|2 ≤ 1, esto es, la condición (??) se cumple. Para Cr = 0.5 y r = 0.6 la curva
generada por (4.26) sale fuera de la región de estabilidad, esto hace que el esquema FTCS

se inestable para estos valores.
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Figura 4.7: Factor-amplificación FTCS

2.2. Esquema Upwind

Este esquema es la unión del esquema Upwind para la ecuación de convección con

Cr ≤ 1 como condición de estabilidad y el esquema FTCS para la ecuación de difusión

con condición de estabilidad r ≤ 0.5.

Si aplicamos el esquema Upwind a la ecuación (4.11), obtenemos la ecuación alge-

braica
vn+1

j − vn
j

∆t
+a

vn
j − vn

j−1

∆x
= α

vn
j−1 −2vn

j + vn
j+1

(∆x)2 . (4.40)

Reescribiendo (4.40) en su forma de algoritmo se obtiene

vn+1
j = (r+Cr)v

n
j−1 +(1−2r−Cr)v

n
j + rvn

j+1 (4.41)

donde r = α∆t/(∆x)2 y Cr = a ∆t/∆x.
Para probar la consistencia puntual del esquema (4.40) respecto a (4.11), desarrolla-

remos la serie de Taylor de la función diferenciable φ en el nodo (x j, tn) y obtenemos el
operador discreto

Ln
jφ = φt +aφx −αφxx +O(∆t)+O(∆x)2. (4.42)
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En tanto que el operador continuo es de la forma

Lφ = φt +aφx −αφxx. (4.43)

De (4.42) y (4.43) tenemos que

Lφ |nj −Ln
jφ → 0 , ∆t,∆x → 0.

El esquema Upwind, por lo tantoo, es puntualmente consistente con (4.11) con un error
de truncamiento O(∆t)+O(∆x)2.

Para determinar la estabilidad aplicamos el análisis de Fourier. Para ello consideramos
la transformada inversa de Fourier discreta para vn

j , vn
j−1 y vn

j+1

vn
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei j θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.44)

vn
j−1 =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei ( j−1)θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.45)

vn
j+1 =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei ( j+1)θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.46)

Ahora reemplazamos (4.44), (4.45) y (4.46) en (4.41)

vn+1
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
[(r+Cr) e−iθ +(1−2r−Cr)+ r eiθ ] ei j θ v̂n

j(ξ )d ξ (4.47)

Comparando esta fórmula con la fórmula de la transformada inversa discreta para vn+1

vn+1 =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
ei j θ v̂n+1(ξ )dξ (4.48)

y usando el hecho que la transformada de Fourier es única, deducimos que el integrando
de (4.47) y (4.48) son iguales. Así tenemos que

v̂n+1(ξ ) = [(r+Cr) e−i θ +(1−2r−Cr)+ r ei θ ] v̂n(ξ ) (4.49)

lo cual se puede expresar como

v̂n+1(ξ ) = g(θ) v̂n (4.50)

donde el factor de amplificación es

g(θ) = (r+Cr) e−i θ +(1−2r−Cr)+ r ei θ (4.51)
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La fórmula (4.50) muestra que la ventaja de la solución del esquema para un paso de

tiempo es equivalente a multiplicar la transformada de Fourier de la solución por un factor
de amplificación g(θ). El factor de amplificación es llamado así porque su magnitud es el

valor de la amplitud de cada frecuencia en la solución, dada por v̂n y es amplificado en un
avance de la solución sobre el paso del tiempo para obtener

v̂n(ξ ) = [g(θ)]n v̂0 (4.52)

El significado de la transformada de Fourier es que todo esquema de un paso puede ser

puesto en la forma (4.52). Usamos esta representación de esquemas para estudiar su esta-
bilidad y orden de aproximación. El uso de la transformada de Fourier provee un método
estándar para estudiar una gran variedad de esquemas, donde el factor de amplificación

del esquema contiene toda la información acerca del esquema y, como veremos, es fácil
extraer información importante del esquema.

La fórmula (4.51) es llamado factor de amplificación del esquema Upwind, el cual
puede ser escrito como

g = 1− (Cr +2r)(1− cosθ)− iCrsenθ (4.53)

En adelante podemos simplificar este procedimiento y solo reemplazar vn
j por gnei jθ , lo

cual se conoce con el nombre de análisis de estabilidad de von Neumann.
Para tener una idea geométrica del comportamiento del factor de amplificación (4.53)

lo podemos parametrizar en la forma
{

x = 1− (Cr +2r)(1− cosθ)
y =−Crsenθ

(4.54)

la cual genera la elipse
(x− (1−2r−Cr))

2

(2r+Cr)2 +
y2

C2
r

= 1 (4.55)

de centro (1−2r−Cr,0) y semiejes 2r+Cr y Cr.

Se puede observar que para tener soluciones estables el módulo del factor de amplifi-
cación (4.53) debe ser menor que uno, lo cual implica que

Cr +2r ≤ 1. (4.56)

En la figura (4.8) variamos los parámetos Cr y r. Para un Cr = 0.5 y r = 0.2 vemos que

la curva generada por el factor de amplificación (4.53) se encuentra dentro de la región
de estabilidad de von Neumann, esto es, se cumple la condición (4.56). Para Cr = 0.5 y
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r = 0.3, 0.4, 0.5 las curvas caen fuera de la región de estabilidad, esto es, la condición de

estabilidad (4.56) no se cumple.
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Figura 4.8: Factor-amplificación Upwind

Si una expresión de diferencia central en el tiempo es combinada con una expresión

de diferencia central espacial para representar (4.11), el resultado es el esquema Leapfrog

vn+1
j − vn−1

j

2∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

∆x2 (4.57)

el cual es incondicionalmente inestable.

2.3. Esquema Du Fort-Frankel

Si en el esquema Leapfrog reemplazamos −2vn
j = vn+1

j +vn−1
j obtenemos el esquema

Du Fort-Frankel para la ecuación de transporte (4.11), tenemos

vn+1
j − vn−1

j

2∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= α

vn
j+1 − (vn−1

j + vn+1
j )+ vn

j−1

∆x2 . (4.58)

o en forma de algoritmo

vn+1
j = vn−1

j −Cr(v
n
j+1 − vn

j−1)+2r(vn
j+1 − (vn−1

j + vn+1
j )+ vn

j−1) (4.59)
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El esquema (4.58) es la unión del esquema neutralmente estable Leapfrog para la

ecuación de convección y el esquema estable Du Fort-Frankel para la ecuación de difu-
sión.

Para probar la consistencia puntual del esquema (4.11) aplicamos Taylor alrededor del
nodo ( j,n)-ésimo para la función discreta v, esto es, v( j ∆x,n ∆x) la y denotamos por vn

j ,

vn+1
j = vn

j +(∆t)
∂v

∂ t
+

(∆t)2

2!
∂ 2v

∂ t2 +
(∆t)3

3!
∂ 3v

∂ t3 +O(∆t)4 (4.60)

de donde obtenemos la aproximación para la primera derivada temporal

vn+1
j − vn

j

∆t
=

∂v

∂ t
+

1
2
(∆t)

∂ 2v

∂ t2 +
1
3!
(∆t)2 ∂ 3v

∂ t3 +O(∆t)3 (4.61)

Desarrollamos la serie de Taylor alrededor del nodo ( j,n) para la función v con un incre-

mento de ∆x

vn
j+1 = vn

j +(∆x)
∂v

∂x
+

1
2
(∆x)2 ∂ 2v

∂x2 +
1
3!
(∆x)3 ∂ 3v

∂x3 +O(∆x)4 (4.62)

vn
j−1 = vn

j − (∆x)
∂v

∂x
+

1
2
(∆x)2 ∂ 2v

∂x2 − 1
3!
(∆x)3 ∂ 3v

∂x3 +O(∆x)4 (4.63)

obtenemos la aproximación para la primera derivada espacial en diferencias centrales

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
=

∂v

∂x
+

1
3!
(∆x)2 ∂ 3v

∂x3 +O(∆x)3 (4.64)

Ahora la serie de Taylor para la función v en el nodo ( j,n) con un incremento de ∆t < 0

vn−1
j = vn

j − (∆t)
∂v

∂ t
+

(∆t)2

2!
∂ 2v

∂ t2 − (∆t)3

3!
∂ 3v

∂ t3 +O(∆t)4 (4.65)

sumando (4.60) y (4.65)

vn+1
j + vn−1

j = 2 vn
j +(∆t)2 (

∂ 2v

∂ t2 )+O(∆t)4 (4.66)

Ahora reemplazamos (4.61), (4.64) y (4.66) en (4.58) para obtener el operador diferencial

discreto evaludado en el nodo ( j,n)

Ln
jv =

∂v

∂ t
+a

∂v

∂x
−α

∂ 2v

∂x2 +O(∆x)2 +O(∆t)+(
∆t

∆x
)

∂ 2v

∂ t2 +O(
∆t4

∆x4 ) (4.67)

Aplicamos la definición de consistencia con el operador continuo

L =
∂v

∂ t
+a

∂v

∂x
−α

∂ 2v

∂x2 (4.68)
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tenemos

Lvn
j −Ln

jv = O(∆x)2 +O(∆t)+(
∆t

∆x
)

∂ 2v

∂ t2 +O(
∆t4

∆x4 ) (4.69)

para asegurar la consistencia tenemos que asegurar que ∆t ≤ ∆x ( C2
r < 1 ), entonces

Lvn
j −Ln

j v → 0, ∆x,∆t → 0 (4.70)

Para analizar la estabilidad del esquema Du Fort-Frankel reemplazamos gn ei j n en vn
j

para la ecuación de diferencias (4.59)

(1+2r)g2+(2Cr senθ i−4 r cosθ)g+(2r−1) = 0 (4.71)

para obtener el factor de amplificación

g =
β ± [β 2 −4(4r2 −1)]1/2

2(1+2r)
(4.72)

donde β = 4r cosθ −2 iCrsenθ , para cualquier valor de θ .

Para analizar la estabilidad del esquema (4.59) se debe tener |g|2 < 1, la cual por una

experiencia computacional se demuestra que Cr ≤ 1 no existiendo restricciones para r.

En la figura (4.9) tenemos el factor de amplificación (4.72) que para los valores de

r = 0.5 fijo variamos Cr para 0.2 y 0.5. Sus valores caen dentro en la región de estabilidad

y para el número de Courant Cr = 1.2 los valores caen fuera de la región de estabilidad

|g|2 < 1.
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Figura 4.9: Factor-Du Fort-Frankel
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2.4. Esquema Lax-Wendroff

Tenemos el esquema Lax-Wendroff para la ecuación de convección

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
−a2 ∆t

2

(
vn

j+1 −2vn
j + vn

j−1

∆x2

)
= 0 (4.73)

y el esquema FTCS para la ecuación de difusión

vn+1
j − vn

j

∆t
= α

vn
j+1 −2vn

j + vn
j−1

(∆x)2 . (4.74)

Entonces el esquema Lax-Wendroff para la ecuación del transporte (4.11) está dado por

la unión de los esquemas (4.73) y (??).

vn+1
j − vn

j

∆t
+a

vn
j+1 − vn

j−1

2∆x
= α∗ vn

j+1 −2vn
j + vn

j−1

∆x2 (4.75)

Escribiendo (4.75) en su forma de algoritmo para la implementación

vn+1
j = (r∗+0.5Cr)v

n
j−1 + (1−2r∗)vn

j

+ (r∗ −0.5Cr)v
n
j+1 (4.76)

donde Cr = a∆t/∆x, r∗ = α∗∆t/∆x2.
Si desarrollamos la serie de Taylor para un función diferenciable v en el nodo ( j,n)-

ésimo se determina que el esquema (4.75) es consistente con (4.11) con un error de trun-
camiento de orden O(∆t2,∆x2).

Para analizar la estabilidad aplicamos el criterio de estabilidad de de von Neumann a
(4.76), es decir, cambiamos vn

j por gn ei j θ en (4.76) para obtener

g = (r∗+0.5Cr)e
−iθ +(1−2r∗)+(r∗ −0.5Cr)e

iθ (4.77)

tal que el factor de amplificación está dado por

g = 1−2r∗(1− cosθ)− iCrsenθ (4.78)

La ecuación (4.78) es el factor de amplificación de (4.75).

Para visualizar el factor de amplificación (4.78) lo parametrizamos en la forma
{

x = 1−2r∗(1− cosθ)
y =−Crsenθ

(4.79)
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Figura 4.10: Factor-Lax Wendroff

Equivalentemente (4.79) se puede escribir en la forma

(x− (1−2r∗))2

(2r∗)2 +
y2

C2
r

= 1 (4.80)

la cual es una elipse de centro (1−2r∗,0) y semiejes 2r∗ y Cr.

Para que la soluciones de (4.75) se encuentren en la región de estabilidad, |g|2 ≤ 1, se

debe tener que

0 ≤C2
r ≤ 2r∗ ≤ 1. (4.81)

La figura (4.10) muestra el factor de amplificación para el esquema Lax-Wendroff. Si

tomamos los valores Cr = 0.5 y r∗= 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 vemos que el factor de amplificación

se encuentra dentro de la región de estabilidad |g|2 ≤ 1 es decir se cumple (4.81), mientras

que para Cr = 0.5 y r∗ = 0.6 la condición (4.81) no se cumple.

4.3. Esquemas implícitos

Para la ecuación de difusión los esquemas implícitos son efectivos para remover la

restricción de estabilidad r ≤ 0.5. Aquí el más efectivo esquema de dos niveles unidimen-

sional para la ecuación de difusión es el esquema de Crank-Nicolson que será aplicado a

la ecuación del transporte (4.11).
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3.1. Esquema de Crank-Nicolson

Para la ecuación de transporte el esquema Crank-Nicolson es de la forma

vn+1
j − vn

j

∆t
+0.5a

(
vn

j+1 − vn
j−1

2∆x
+

vn+1
j+1 − vn+1

j−1

2∆x

)

= 0.5α

(
vn

j−1 −2vn
j + vn

j+1

∆x2 +
vn+1

j−1 −2vn+1
j + vn+1

j+1

∆x2

)
(4.82)

el cual es la unión de los esquemas de Crank-Nicolson para las ecuaciones de difusión

(3.115) y convección (2.101) vistas anteriormente.

El esquema (4.82) puede ser escrito como un algoritmo

− (r+0.5Cr)v
n+1
j−1 +2(1+ r)vn+1

j − (r−0.5Cr)v
n+1
j+1

= (r+0.5Cr)v
n
j−1 +2(1− r)vn

j +(r−0.5Cr)v
n
j+1. (4.83)

Para probar la consistencia de (4.83) se considera una función φ lo suficientemente di-

ferenciable. Entonces hallamos los valores φ(x j−1, tn), φ(x j, tn), φ(x j+1, tn), φ(x j−1, tn+1),

φ(x j, tn+1) y φ(x j+1, tn+1) en el nodo (x j, tn+1/2). Entonces utilizando la serie de Taylor

llegamos a determinar el operador diferencial discreto asociado a (4.82)

Ln
jφ = φt +aφx −αφxx +O(∆t2)+O(∆x2) (4.84)

y el operador diferencial continuo asociado a (4.11) es de la forma

Lφ = φt +aφx −αφxx. (4.85)

Así que

Ln
jφ −Ln

jφ = O(∆t2)+O(∆x2) (4.86)

tal que

Ln
jφ −Lφ n

j → 0 ∆t,∆x → 0

Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicolson (4.82) es consistente con la ecuación (4.11),

con un orden de truncamiento local O(∆t2,∆x2).

Para probar la estabilidad del esquema (4.82) aplicamos el análisis de estabilidad de

von Neumann a (4.83) dando el factor de amplificación

g =
1− r(1− cosθ)−0.5 iCr senθ
1+ r(1− cosθ)+0.5 iCr senθ

(4.87)
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sin restricciones para Cr y r.

Para analizar el comportamiento del factor de amplificación (4.87) se puede escribir

en forma paramétrica 



x =
1−A2 −B2

(1+A)2 +B2

y =− 2B

(1+A)2 +B2

(4.88)

donde A = r(1− cosθ), B = 0.5Cr senθ .

El sistema (4.88) representa curvas (elipses para r = 0.5) que se encuentran siempre en

el interior de la región de estabilidad |g|2 ≤ 1, esto es, el esquema es incondicionalmente

estable.
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Figura 4.11: Factor-amplificación Crank-Nicolson

4.4. Resultados numéricos

En esta sección presentamos los esquemas de diferencias descritos en las secciones

anteriores aplicados al problema de transmisión de una fuente de temperatura con una

velocidad a a través de un fluido de difusividad termal α .

Los esquemas de diferencias FTCS, Du Fort-Frankel, Upwind, Lax-Wendroff y Crank-

Nicolson son aplicados al problema de propagación de una fuente de temperatura, figura

(4.12)
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u

−2.0 0.0 2.0

Figura 4.12: Condición inicial para la propagación de una fuente de temperatura

En t = 0 una forma puntiaguda es localizada en x = 0. Para los tiempos siguientes la
forma delantera viaja a la derecha con una velocidad a y su perfil pierde su forma original

bajo la influencia de la difusividad términca α .
Las ecuaciones que gobiernan este problema están dadas por (4.11). Para valores su-

ficientemente pequeños de tiempo ∆t definimos las siguientes condiciones de frontera

u(−2, t) = 1.0, u(2, t) = 0.

La solución exacta obtenida por la técnica de separación de variables es

u(x, t) = 0.5− 2
π

N

∑
k=1

sen

[
(2k−1)

π(x−at)

L

]
exp[−α(2k−1)2π2t/L2]

2k−1
(4.89)

Hacemos una comparación entre los esquemas discutidos en la sección anterior resol-

viendo el mismo problema bajo condiciones similares y dependencia de parámetros.
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Figura 4.13: Exacta-FTCS
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Figura 4.14: Exacta-Lax-Wendroff
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Figura 4.15: Exacta, Upwind, Du Fort-Frankel
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Figura 4.16: Exacta-Crank-Nicolson

Presentamos el problema del transporte de contaminantes a través de un medio poro-
so homogéneo, transportando los contaminantes por efecto de la velocidad del flujo a y

posteriormente se difunde según el coeficiente de dispersión térmica α .
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Los esquemas de diferencias finitas FTCS, Upwind, Du Fort-Frankel y Crank-Nicolson

se utilizaron para resolver el problema de transporte de contaminante a través de un medio

poroso.

La ecuación que gobierna este problema está dada por

(1+ k)ρt +aρx = αρxx, 0 < x < L, t > 0 (4.90)

ρ(x,0) = ρ0(x), 0 < x < L (4.91)

ρ(0, t) = ρ(L, t) = 0, t > 0 (4.92)

Se presentan las gráficas de las soluciones aproximadas para los diferentes esquemas es-

tudiados para los valores L = 1 longitud del intervalo; a = 1 velocidad del fluido efectiva,

α = 0.001 difusión molecular y k = 4.3 2. Además el perfil de concentración del conta-

minante en el instante inicial t = 0 seg está dada por

ρ(x,0) =

{
1 , −1 < x < 0

0 , otro lugar

2k = ρb
n
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